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Vorrede. 


Das kleine Lehrbuch der Trigonometrie, welches hier 
dem Publico vorliegt, ſoll zwar einen Theil eines gròs 
ßeren, den Gymnaſialcurſus umfaſſenden Lehrbuchs der 
Mathematik ausmachen, iſt indeß auch unabhaͤngig 
von demſelben zu gebrauchen. Es iſt zunaͤchſt für 
meinen eigenen Unterricht in den beiden oberſten Claf- 
ſen beſtimmt, und hat demſelben, was den befolgten 
Lehrgang betrifft, eigentlich ſchon lange zum Grunde 
gelegen. Wie vortheilhaft es aber auch ſein mag, 
wenn der Schuͤler nach dem Vortrage des Lehrers 
ſelbſt arbeitet, und dadurch genoͤthigt wird, alles noch 
einmal ſelbſtaͤndig zu durchdenken, zu begründen und 
zu ordnen, ſo laͤßt ſich doch nicht leugnen, daß damit 
auch mancherlei Uebelſtaͤnde verbunden ſind. Wenn 
auch bei möglichft ermäßigten Forderungen feine freie 
Zeit nicht zu ſehr dadurch in Anſpruch genommen 
wird, ſo ſieht ſich der Lehrer durch die Beruͤckſichtigung 
jener Leiſtungen doch in Anſehung der zu ſtellenden 
Aufgaben oft zu ſehr beſchraͤnkt; der Schüler aber ift 
der Gefahr ausgeſetzt, daß aus unrichtiger Auffaſſung 
entſtandene Mißverſtaͤndniſſe fih feſtſetzen und mus 
chern ehe ſie entdeckt werden, und daß ihm die Mittel 
fehlen fie ohne Hülfe des Lehrers zu heben. — Dann 
aber, und das ſcheint keinesweges ein geringfuͤgiger 
Umſtand zu ſein, wird es dem Schuͤler ſchwer ſich bei 
Krankheiten, oder Verſaͤumniſſen irgend einer Art bald 


IV 


wieder in den Zuſammenhang zu ſetzen, welches aus 
den unvollkommenen Heften der Mitſchuͤler immer nur 
mangelhaft geſchehen kann. Wenn dieſe Betrachtun⸗ 
gen die Einfuͤhrung eines Lehrbuchs, welches ſich dem 
Unterrichte nahe anſchließt, wuͤnſchenswerth machen, 
ſo entſchließt ſich der Lehrer, dem im Laufe der Zeit, 
und bei oftmals wiederholten Vortrage gewiſſer Vor⸗ 
ſtellungen, ein gewiſſer Gang, eine beſtimmte Methode 
lieb geworden, und der ſich innerhalb derſelben am 
freiſten und erfolgreichſten bewegt, um ſo ſchwerer dieſe 
aufzugeben, und ſich einem andern Gange anzuſchlie⸗ 
ßen, jemehr Eigenthuͤmliches ſich ihm im Laufe der 
Zeit dargeboten hat, und je feſter es mit ſeinem Ge⸗ 
dankenſyſtem verwachſen iſt. Dennoch möchte der Ver: 
faſſer feine Bedenklichkeiten die große Anzahl der Lehr- 
bücher durch ein neues zu vermehren kaum úbermun- 
den haben, wenn nicht der beſtimmt ausgeſprochene 
Wille der hoͤchſten Behörde dem ganzen mathemati⸗ 
ſchen Schulcurſus auf jedem Gymnaſio ein und daf- 
ſelbe Lehrbuch zum Grunde zu legen, keine andre Wahl 
gelaſſen hätte, als entweder ein ſolches zu ſchreiben, 
oder unter den bereits genehmigten eins auszuwaͤh⸗ 
len. — Gluͤcklicherweiſe war ich mit meinem Colle⸗ 
gen, dem Oberlehrer Scheibert, welchem der mathe- 
matiſche Unterricht in den mittlern Claſſen übertragen 
iſt, in ſo vollkommener Uebereinſtimmung, daß wir mit 
Zuverſicht hoffen durften unfre beiden Lehrbücher, wenn- 
gleich von zweien Verfaſſern, dennoch wie aus Einem 
Guſſe hervorgehn zu ſehn, und ſo fuͤr Ein Ganzes ge⸗ 
ben zu koͤnnen. — Natürlich mußte das Seinige 
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voraufgehn, und ift Michaelis v. J. in demſelben Berz 
lag und in gleicher Ausſtattung erſchienen ). Unter⸗ 
deß erſcheint hier der von jener Grundlage unabhaͤn⸗ 
gigſte Theil, die Trigonometrie, welchem die uͤbrigen 
Theile des Lehrbuchs fuͤr die obern Claſſen ſo bald als 
möglich folgen, und Arithmetik und Algebra, allge⸗ 
meine und geometriſche Combinationslehre, Geometrie 
und Stereometrie enthalten ſollen. Der Hauptgedanke 
dabei iſt, das Penſum der fruͤhern Claſſen noch eins 
mal aufzunehmen, es in einem zuſammenhaͤngend fort- 
laufenden Vertrage zu einer kurzen ſyſtematiſchen Ueber- 
ſicht moͤglichſt klar zuſammenzuſtellen, und in ähnlicher 
Weiſe auch das übrige zu behandeln. Der Verfaſſer 
verſpricht fih hiervon mehrere Vortheile. Zunft 
wird es dadurch moͤglich manche allgemeine Begriffe 
durchzugehn und zu erlaͤutern, welche fuͤr den erſten 
Unterricht durchaus nicht gehören, und von dem An- 


faͤnger nicht verſtanden werden konnen. — Sodann 


giebt gerade der Umſtand, daß hier dem Schüler ein 
ſchon bekannter Stoff unter anderer Form dargeboten 
wird, die beſte Gelegenheit zur Vergleichung und die 
ſchicklichſte Einleituug zum Selbſtſtudium mathemati⸗ 
ſcher Schriften, und ſoll ihn in den Stand ſetzen, den 
ferner fortlaufenden Vortrag in die übliche mathemati 
fhe Form von Erklärung, Lehrſatz, Beweis u. |. w. 
zu bringen, als worin ein Theil der muͤndlichen und 

ſchriftlichen Uebungen beſtehen kann. — Endlich ſtellt 
) Lehrbuch der Arithmetik und ebenen Geometrie fuͤr die mittlern 


Claſſen der Gymnafien bearbeitet von E, G. Scheibert. Berlin 
bei Reimer, 1834, í 
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derſelbe Umſtand das Lehrbuch in Anſehung der Arith⸗ 
metik und Geometrie etras freier, und geſtattet, da es 
fich ſchon auf ein anderes beziehn kann, das Gleich⸗ 
artige mehr zuſammenzuhalten, und es mehr auf eine 
combinatoriſche ſelbſt zu erzeugende Ueberſicht anzule⸗ 
gen, als dieſes bei einem erſten Lehrbuche, bei welchem 
die Rückſicht auf diejenigen Saͤtze, welche man fuͤr 
nachfolgende Beweiſe braucht, die uͤberwiegende ſein 
muß, geſchehen kann, auch ſich nach manchen Seiten 
hin mehr auszudehnen. Ein von Sachverſtaͤndigen 
ausgeſprochenes Urtheil uͤber dieſen 1 wuͤrde ſehr 
erwuͤnſcht ſein. 

In dem vorliegenden Lehrbuche iſt der Hauptſache 
nach der ſynthetiſche Gang gewaͤhlt, und analptifche 
Fortſchreitungen entweder nur durch einfache Subſtitu⸗ 
tionen vermittelt, oder eine ausführliche Entwickelung 
dem Lehrer uͤberlaſſen, der Gang derſelben aber doch 
ſo angedeutet, daß der aufmerkſame Schüler fie auch 
ſelbſt zu finden im Stande iſt. Die Trigonometrie iſt 
zwar ihrem Weſen nach analytiſch, und es mag ſich 
die größte Conſequenz und Kürze nur auf diefe Weiſe 
erreichen laſſen, aber die rein analytiſche Trigonometrie 
eignet ſich, meiner Ueberzeugung nach, nicht für den 
Anfaͤnger, der nur ſo lange weiß, wo er iſt, nur ſo 
lange feſten Boden unter ſich fühle, als der Hinblick 
und die unmittelbare Beziehung auf die Figur ihn im⸗ 
mer wieder orientirt und zurechtſtellt. Ueberdieß be⸗ 
darf es fuͤr eine rein analytiſche Trigonometrie keines 
Lehrbuches, wenigſtens keines in den Händen des Schü: 
lers. Auch der geuͤbtere Mathematiker kann einer ihm 
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nicht ſchon ſonſt bekannten eigermaßen zuſammengeſetz⸗ 
ten analytiſchen Entwickelung nur mit der Feder in 
der Hand folgen, um fo weniger der Anfänger, Die- 
fer muß jeden Schritt felbft thun, jede Formel ſelbſt 
niederſchreiben, wenn er fie einigermaßen verſtehen foll, 
und dieß geſchieht am beſten unter Anleitung des Leh⸗ 
rers in der Lehrſtunde ſelbſt, wobei gleichzeitig auch eine 
zahlreiche Claſſe angeſtrengt und ſicher beſchaͤftigt wers 
den kann. Das Lehrbuch in den Händen des Süz 
lers wird dabei mehr hindernd als foͤrdernd, ſofern es 
die zu findenden Reſultate ſchon anticipirt, und der 
Entwickelung das Intereſſe raubt. Ein nochmaliges 
Durcharbeiten, und moͤglichſt ſauberes Eintragen in 
die Hefte iſt eine wenig Zeit raubende aber nuͤtzliche 
Beſchaͤftigung. Ich wuͤrde auch hier die Ableitung 
der trigonometriſchen Formeln ($. 35—53) weggelaſſen 
haben, wenn fie mir nicht theils zum Behufe der Rez 
petition, insbeſondere aber zum Allegiren bei Aufloͤſung 
von Aufgaben nothwendig geſchienen haͤtte. Hierbei 
iſt es denn auch bequem die Formeln unmittelbar hin⸗ 
ter einander vor Augen zu haben, um eine umznwan⸗ 
delnde Form mit den in der Tafel vorhandenen verz 
gleichen zu koͤnnen. Die Tafel ift doppelt abgedruckt, 
um, wenn nicht beide, doch ein Exemplar auch außer 
dem Lehrbuche zum naͤchſten Handgebrauch ſich bereit 
zu legen. Eine andre Tafel enthält die Hauptfor: 
meln, welche jeder zugleich im Gedaͤchtniß haben, und bis 
in ihrem erſten Grund hinab zugleich uͤberſchauen muß. 

Da die ſphaͤriſche Trigonometrie hier vor der Gre 
reometrie erſcheint, ſo ſind daraus einige, jedoch aus 
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jedem Lehrbupe der Stereometrie und der Sphaͤrik leicht 
zu beſeitigeude Uebelſtaͤnde entſtanden, welche ſich durch 
eine rein analytiſche Behandlung freilich leicht haͤtten 
beſeitigen laffen. — Es ift in derſelben überall darauf 
gerechnet, daß das Verhaͤltniß eines Dreiecks zu ſeinen 
Nebendreiecken und zu ſeinem Polardreieck ſtets klar 
vor Augen ſchwebe, und die Anſchauung davon bis 
zur vollkommenen Gelaͤufigkeit geübt werde. Zu dies 
ſem Ende möchte ich hier noch auf das Parallelepipe⸗ 
dum aufmerkſam machen, welches nicht nur in feinen 
aͤußerlichen Ecken jedesmal 8 auf der Kugel zuſam⸗ 
mengehörige Dreiecke darſtellt, ſondern auch (nach $. 

196 und 197) ſenkrecht auf je 4 Flächen durchſchnit— 
ten, mit den Trägern der Flächen zugleich die 8 inner- 

lichen Ecken als Polardreiecke von jenen angiebt, ein 

Verhaͤltniß, was in vieler Beziehung merkwuͤrdig und. 
folgenreich ift. — In der Ableitung Der Reperſchen 
und Gaußiſchen Gleichungen (J. 259 — 261) bin ich, 
hauptfächlich einem trefflichen Aufſatze von Bretſchneider 
in dem Crellſchen Journal für reine und angewandte 
Mathematik (Bd. 13, Hft. 1 und 2) gefolgt, und habe 
dieſen nur einige damit nahe zuſammenhaͤngende For⸗ 
meln beigefügt. — Ueber die zweckmaͤßige Einrichtung 
einer Beiſpiel- und Aufgabenſammlung, welche zu ei- 
nem mathematiſchen Lehrbuche eigentlich immer gehört, 

denke ich an einem andern Orte meine Ser aus⸗ 
zuſprechen. 5 
Stettin den Tten Juli 1835. 

J. G. Grafmann. 
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Trigonometriſche Gleichungen. 


sin xa + cos x2 I; sin x (I- cos x2); cosx= , sin x2) 


2. secx? — tg x I; serx=y(l+tgx?); tgx=y(secx? —1) 


Al > ale 
4 tExscotgx =1; re —— 1 cote x Ex 
5. sin x. cosecxz=1; sinx = ———; cosecx = “— 
cosec X sinx 
RS 1 
6. cos x. secx I; 5 Én Sec & 
sec x y cos Xx 
3 1 S BIL 
7. 6% = 20 sin x cos x. ig x; cosx = WE 
cos x N 3 cos X 
. co ; = S ` Zi 
8. cotgx = Sek COSX=SÍNX.COfgX; sinx Se 
9, sinvers x = 1 cos x 
10. cosinvers x = 1 — sinx. 
II. sin (x+y) = sin x. cos y + cos x. sin y 
12. sin(x—y) = sinx. cos y - cos x. sin y 
13. cos (X y) = cos x. cos y sin x. sin y F 
14. cos(x—y) = cosx.cosy+sinx.siny * 
d 2 — texrtgy 
15. tg (x & y) = E 
Í NEG ES EA 
16. cotg(xty) = —— =; 
80 tg xt tg y 
IR Sin 2 2 Sn % e E . CD 
18. cos 2x cos x sin x? m= l — 2 in x? =2c08x? —1 13.1. 
; N 2g ; 
i a E 
19. tg2x = 3 — 6825 ` ` ` $ 15. 
„ 1—tgx? 
20. cotg 2x = Sex 
y ¿ 1—cosx 
21. 2sin}x? = 1 — cos x; sinæx = NES k 6 18. 
(E cos x j 3 
22. 2cos1x2 = 1+cosx; cosjx = ES) y à 18. 
1—cosx sinx I cos x 
ta V (rp) = IF cosx sinx / ee 
424 60 Vd S a T sin x 
I cos x Sin x 1 — cos x 


cose cx cotgx ZI; cosecx=yY e id ; cotgx= y (coseex2—I) 


cos b — cosa 


. 


— 


sin Xx = y (IT sinx)-—3y(1 —sinx) aus F. 21. 


cos & = 2y(1+sinx) +4y(1 sin x) k 8 22. 


sin (x + y) + sin (x ) = 2sin x. cos 2. 
cos (x +y) + cos(x—y) = 2 cos x. co 113.14. 


„ sin(x + y) — sin (x—y) 2 cos x, sin y 


cos(x— y) —cos(x + y) = 2sinx. sin y 
Sezt man in dieſen Formeln xy Sa, x—y=b mithin 


x = (ab), y 2 (a- b), fo wird: 
sin a I sin b = 2sin 3 (a +b) 008 (a b) 27. 


32. cos a ＋ cos b = 2 cos 2 (a ＋ b) cos (a- b) 28. 

33. sin a — sin b = 2 cos 4 (a+b) sin (a - b) 29. 

34. cos b cosa = 2 sin 2 (a +b) sin (a - bk) 230. 

„ sinatsinb 3 

35. SEH Eer tg 2 (a ＋ b) . Suez. 
sin a — sin b x e A 

36. Sosa + cosb = tez (a — b) D 91 a D 33.32. 

a, Sina- sinb 8 , 

37. ra EST E cotg 2 (a b 31.34 
sina—sinb __ > ; 7 

38. a lose m cotg g (a b) i x a ; 33.34, 

39 sina + sin b 


sin a — sin b 
cos a ＋ cos b 


= tg} (a ＋ b) cotg 4 (ab) 31.33. 


= cotg za +b) cotg (a —b) 232.34. 
sin (x +y) 


cos Xx. COSY 
sin (x + y) 
sinx. sin y ? 
sin (x — y) ! 3 
50 o ee = tgx—tgy á i e e i š 12, 
sin (x — y) 
sin x. sin y 
sin (XA + 8 8082 53 (+ y) 
sin x T sin cost 2 eye 
sin(x+y) _ Sins sins(x+y) 
sinx—siny sin z in (x— y) 
sin(x—y) _ sind(s—y) 
sin X siny sin (K y 
sin(x—y) __ c0s$(x—y) 


= tgx-+ tgy RI EEA EEN A LL 


= cotg x & cotg q 11. 


= cotg y — cotgKĩũ » . . . a 12. 


D 17.31. 


" sinx—siny  cos2(x+y) 


49, sin (406 f. x) = eos (450 — 0 = H (tar) Aus F. 
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— sin?x 
50, ein (a5 — al. = cos (40 0 = (ES) 


21. 


; 2 1-Fsin2x\ + I+tgx 
5⁰ e RO K 2 I 
51. tg (45 + x) cotg (45°— x) y au AE) Tr 15 
i 1—sin 2x tg x 
9 50 = po = 3 =. 
52. tg (450 — x) cotg (45? X) 70 Fein a Es 
53. sin (300 + x) == cosx— sin (304 —x) . S „ 
54, cos (300 + x) == cos (30% — X) sin . 30. 
55. sin x ＋ cosx = cos (45 — x) y2 = cos(x— 450 2 14, 
56. sinx— cosx = sin ( 45% y2 . R ` 12. 
57. oo Xx sin x = sin (45° —x)y 2 
ro — Ano 
„ sin (. 4 02 — 00K 45 y2 41. 
í GREEN cos X 
in ro ARROYO 
Mas A A 49. 
sinx sinx : 
i 30. y 
60. 1 — tgx = RT) SEN 8 N > 43. 
cosx d 
81 „ 
61. cotgx—1 = SE Dr A 0 A R 44. 
sinx 
2 ITtgx I- tgx 
62. z= oo d . ` A 
D e: 1 + cotgx T cotex—1 a 
63. 14 2sinx = 4sin1 (30% + x) cos 3 (30% — x) St 
64. 1-—2sinx = 4 cos A (300 -+ x) sin} (30° — x) 33. 
65. 1-+ 2cosx = 4cos} (60° + x) cos 1 (60% — x) = an 5 32. 
5 E Aue SCH cos? x 
66. 2c0sx— 1 = 4sin 3 (60° + x) sin (60° — x) = SE 34. 
67. sin 300 = cos 60 = 0,5 
68. sin 45% = cos45% = y4 = 2/2 == 0,7071068 
69. sin 600 = cos 30 = Zu = 0,8660254 
70. sin 18 = 608 72 = (1.700 = 0,3090170 
71. sin 36 = Cos 54% = te 405 0,5877853 
72. sin 54% = ous 36% = 1(1+y5) = 0,8090170 
13. sin 72% cos 180 = 2/(10+2/5) = 0,9510565 


e, 
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Gleichungen für ebene Dreiecke. 


Es bezeichne p die Peripherie des Dreiecks, 
oder die Summe der Seiten, alfo 
p=b+c+d, A den Flächeninhalt, r den 
Halbmeſſer des umſchriebenen, o des einge: 
ſchriebenen Kreiſes. 


d 
sinB sin C = sinD 
. sin C 4d. sin C 
e ne din (BT 
76. sinC = , sin D ; ! 
d er À / 
„5 | 
SEDA 5 — d. cos C 


e: E bd = 
78. tg (BD) = SC tea (B+D) = e eotg C 
79. de = b? + c? Abe. cos D. i 
— + GEN 


80. cosD = 
81. cos!D = VEH o „= dy 
DC 
82. sin 2D = y (tu in y (E 


/e ebe — nd 
83, tg 2D = Verne (b+c+d)(b+c—d) J= m 2 deer 


84. sinD = — 25 VIO+c+d) tt (bed) (—b+e+d)] 


= 55 vl2P@p—b) E= Gch 


85. A = 2 be. sin D 
86. A = Vb Het djb + e—a beta) bH eta} 
= riper =b) (p — o) GP— a} j 


— »b*sinC.sinD 


87. A 
sin B 
88. A = $c?.sin2D +14? sin 20 à 
80. K 8 A re 5 
3 r State? p—c)(+p—d)] 
b Sin 30. sin 2 
PP „bob 
cotgz D cota O cos 2B 


93. b: DE = sin (CT D) sin (C-) 

94. b:(c+d) = s g (CD): cos 500 — D, 

95. b:fc—d) = sin4(C TD) sin (C- D)) Fig. S. 137. 
96. (c+ d): DE = sin!(C+D):sint(C— D) 

97. (o- ch: DE = cos (CD) cos (C-) 


Ebene Trigonometrie. 


Begriff der Trigonometrie. 


1. Wen in einer geometriſchen Aufgabe die gegebenen 
und geſuchten Stuͤcke unter ſich, und die einen mit den an⸗ 
dern gleichartig ſind, und wenn man durch geometriſche Lehr⸗ 
fáge den Zuſammenhang kennt, in welchem die gegebenen 
Stuͤcke mit den geſuchten ſtehen, ſo kann man die letztern 
aus den erſtern, vorausgeſetzt, daß fie als gemeſſene Größen, 
mithin in Zahlen, gegeben ſind, auch durch Rechnung finden. 
So findet man den Polygonwinkel einer regelmaͤßigen Figur 
aus dem Centriwinkel, die Seiten eines Dreiecks aus den Sei⸗ 
ten eines aͤhnlichen Dreiecks, u. ſ. w.; indem man die Rech⸗ 
nung auf geometriſche Gegenſtaͤnde wie auf Gegenſtaͤnde ir⸗ 
gend anderer Art anwendet. 
Es ſind einige Falle aufzuſuchen, in welchen die Rechnung auf 
die Geometrie ohne weitere Vorbereitung angewandt werden kann. 
2. Auch wenn die in einer Rechnung vorkommenden 
Stuͤcke gar. nicht gleichartig ſind, aber doch ſo von einander 
abhängen, daß die eine Art von Größen der andern propor⸗ 
tional, oder doch nach irgend einem leicht uͤberſehbaren Ver⸗ 
haͤltniſſe waͤchſt oder abnimmt, iſt die Anwendung der Arith⸗ 
metik auf die Geometrie keine andere als die gewoͤhnliche. 


(Beiſp. Winkel am Mittelpunkt und Kreisbogen.) 
Graßmann Trigonometrie. e A 


A. 


3. Wenn aber aus den Seiten eines Dreiecks feine 
Winkel, oder aus gewiſſen Seiten und Winkeln einer Figur 
andere Seiten und andere Winkel hergeleitet werden ſollen, 
kurz wenn die Data Quáfita hier ungleichartig find, 
ſo reicht der gemeine Gebrauch der Arithmetik fuͤr die Geo⸗ 
metrie nicht mehr aus, ſondern es werden hierzu eigene Kunſt⸗ 
mittel erfordert, welche die Trig onometrie gewaͤhren ſoll. 


4. Die Geometrie hat naͤmlich 2 Arten der Conftruce 
tion — die Fortſchreitung nach Einer Richtung, und die 
Veraͤnderung dieſer Richtung, oder die Schwenkung (Poſtu⸗ 
late), und erzeugt dadurch einerſeits die Lineargröͤße, oder die 
Lange, andrerſeits die Winkelgroͤße, oder ſchlechthin den 
Winkel. Beide haͤngen aber da, wo ſie in Verbindung 
treten, wie in den Figuren, nicht auf eine ſo einfache Weiſe 
von einander ab, daß man ſie ohne Weiteres aus einander 
durch Rechnung herleiten könnte. ) 


5. Der Zweck der Trigonometrie ift nun, diefe beiden 
Elemente der Geometrie, die Lineargroͤße und die Winkel⸗ 
größe — welche man der Kürze wegen auch durch Länge 
und Richtung bezeichnen koͤnnte — zu verſchmelzen, oder rech⸗ 
nend zu verbinden, und hieraus ergiebt ſich ihr Begriff. 

Die Trigonometrie iſt eine Anwendung 
der Arithmetik auf die Geometrie, durch welche 
die beiden Elemente der letztern — die Laͤnge 
und Richtung — in Verbindung treten, ein Urs 
bergang von dem einen zum andern fuͤr die Rech⸗ 
nung vermittelt werden ſoll. 

Jede andere Anwendung der Arithmetik auf die Geome⸗ 
trie, auch wenn ſie das Dreieck betrifft, gehoͤrt wenigſtens 
nicht der Trigonometrie an. SS Ser 
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In welchen Faͤllen laſſen ſich aus den in Zahlen gegebenen 
Stücken eines Dreiecks die übrigen finden? Säge von der Congruenz 
durchzugehen — Gewiſſe Winkel 90° 60° 30 45° u. f, w. zu ſetzen. 
Gehoͤrt der Pythagoraͤiſche Lehrſatz nicht eigentlich in die Trigo⸗ 
nometrie? 0 ; 


Zuſammenhang zwiſchen den Winkeln und dem 
Seitenverhaͤltniß eines Dreiecks. 


6. Aus der Geometrie iſt bekannt, daß Dreiecke, welche 
gleiche Winkel haben, aͤhnlich ſind. Durch beſtimmt angege⸗ 
bene Winkel iſt alſo ein beſtimmtes Seitenverhaͤltniß bedingt, 
und ſo oft dieſelben Winkel in einem Dreiecke wiederkehren, 
muß daſſelbe Seitenverhaͤltniß da fein. Auch umgekehrt, 
wenn in 2 oder mehr Dreiecken die Seiten proportional ſind, 
ſo haben ſie gleiche Winkel. — Hiernach kann man alſo 
unter gewiſſen Bedingungen aus dem Verhaͤltniſſe der Seiten 
auf Winkel, und aus Winkeln auf Seitenverhaͤltniſſe ſchlie⸗ 
ßen. Es zeigt ſich alſo hier ein Weg zu jener Vermittelung 
zwiſchen Laͤnge und Richtung zu gelangen, und damit iſt im 
Allgemeinen der Gang angedeutet, welchen die Trigonometrie 
zur Erreichung ihres Zweckes zu nehmen hat. 


7. Im Dreiecke ſind immer nur 2 Winkel willkuͤhrlich. 
um der Aufgabe, die mit den Seitenverhaͤltniſſen zuſammen⸗ 
gehoͤrigen Winkel zu finden, die moͤglichſte Einfachheit zu ge⸗ 
ben, beſchraͤnke man ſich zunaͤchſt auf das rechtwinklige Drei⸗ 
eck, in dem außer dem rechten Winkel, nur Ein Winkel will⸗ 
kuͤhrlich ift, welcher ein ſpitzer fein muß. Durch jedes gege⸗ 
bene Verhaͤltniß zweier Seiten, ſo wie durch jeden Winkel iſt 
das Dreieck ſeiner Form nach beſtimmt, und die uͤbrigen Sei⸗ 
tenverhaͤltniſſe, wie die Winkel dadurch bedingt. Die Auf⸗ 
gabe iſt dann die: für einen jeden Winkel des rehte 

A 2 


A 
winkligen Dreiecks das dazu gehörige Seiten: 
verhaͤltniß zu finden, und umgekehrt. Wir wollen 
nun zunaͤchſt dieſe Verhaͤltniſſe aufſtellen und ordnen. 


Moͤgliche Verhaͤltniſſe, und deren Ausdruck. 
B 8. Es fei ABC ein bei A 
2 vrechtwinkliges Dreieck, und a, b, e 
deſſen Seiten. Die 3 Seiten ge⸗ 
el Hatten 3 Complexionen zu 2, d. h. 
fie geben drei Amben: ab, a e, be. 
, | Man hat alfo 3 Verhaͤltniſſe zu 
€ A beachten. — Ein Verhaͤltniß era 
fordert nun zu ſeinem Ausdruck nur 2 Zahlen, kann aber durch 
ſolche auf ſehr mannigfaltige Art dargeſtellt werden. 

9. Unter den moͤglichen Arten ein Verhaͤltniß auszudrucken, 
ift auch die, daß entweder die eine oder die andere diefer Zah⸗ 
len = 1 geſetzt wird, und dann reicht eine einzige Zahl hin 
das Verhaͤltniß zu bezeichnen. Es fei z. B. are 21:14, 
fo ¡ft auch a: = 12:8 = 6:4 2 3:2 1: 111, 
wo etwa im letzten Fall. die eine Zahl 2 zur Bezeichnung 
des Verhaͤltniſſes hinreicht. Hier wird zwar die Zahl um ſo 
zuſammengeſetzter, iſt indeß das Verhaͤltniß ein irrationales, 
und ſind beide Glieder auf irgend einer Stelle abgebrochene 
Decimalbruͤche, ſo iſt der Gewinn weſentlich, indem die eine 
Zahl, welche nun das Verhaͤltniß ausdrückt, nicht zuſammen⸗ 
geſetzter iſt, als vorhin jede war. ; 

10. Eine ſolche Zahl, welche beſtimmt iſt ein Verhaͤlt⸗ 
niß zu bezeichnen, deſſen anderes Glied 1 iſt, nennt man nun 
in der Arithmetik den Exponenten des Verhaͤltniſſes, beſſer 
den Verhaͤltnißfactor, in Beziehung auf den hier davon 
gemachten Gebrauch aber eine trigonometriſche oder go⸗ 
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niometriſche Function, und giebt ihe, jenachdem fie 
ſich auf das eine, oder auf das andere Verhaͤltniß bezieht, und 
jenachdem darin das eine oder das andere Glied =1 geſetzt 
ift, verſchiedene Namen, und bezieht fic auf irgend einen der 
beiden ſpitzen Winkel des rechtwinkligen Dreiecks, vermoͤge 
deſſen man zwiſchen den beiden Katheten als anliegend oder 
gegenuͤberſtehend unterſcheiden kann. Dieſe Namen ſollen alſo 
mit einem Worte alle Umftände, auf welche es bei Bezeich⸗ 
nung des Verhaͤltniſſes ankommt, hervorheben. Man muß 
ſich ihre Bedeutung daber aufs Fee merken und ge⸗ 
láufig zu machen ſuchen. 

11. Wenn das Verhaͤltniß zweier Linien fo: ausgedrückt 
wird, daß dabei die eine gleich 1 geſetzt iſt, ſo kann man 
dieß allemal als eine Diviſion, oder als ein Meſſen der einen. 


Linie durch die andere anſehn, und der Quotient iſt eine reine 


Zahl, wie das auch im Begriffe eines Verhaͤltnißfaetors liegt. 
12. Die Verhaͤltniſſe waren folgende: 
A: e; a:b; b: 0. 
Da jedes auf zwiefache Art ausgedruͤckt werden kann, ſo wird 
es 6 trigonometriſche Functionen geben, welche wir zunaͤchſt auf 
den Winkel C beziehen, und nach einander durchgehen wollen. 


Die trigonometriſchen Functionen. 
1. Sinus und Coſecante aus dem Verhältniß arc. 
13. Wird in dem Verhaͤltniß a:e das erſte Glied a 
als Einheit, und e alë Function des Winkels C angefehen, 
ſo heißt die Zahl, durch welche es ausgedruͤckt wird, der Sinus. 
Der Sinus eines Winkels iſt demnach die dem 
Winkel gegenüberliegende Kathete gemeſſen durch 
die Hypotenuſe 


e 
siu = —, 
a 


d 
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Da die Kathete immer kleiner ift, als die Hypotenuſe, 
ſo kann man ſich auch ſo ausdruͤcken: der Sinus eines Win⸗ 
kels iſt eine Zahl, welche anzeigt, was die dem Winkel gegen⸗ 
uͤberliegende Kathete fuͤr ein Theil der Hypotenuſe iſt. 

B 14. Nimmt man in eben 
dieſem Verhaͤltniſſe a:e die Kaz 
thete e als Einheit an, fo ift a 
die Coſecante von C. 

Die Coſecante eines 
Winkels iſt demnach die HH 
e A potenufe, gemeſſen durch 
die dem Winkel gegenuͤberliegende Kathete. 


a 
CoseC = —. 
e 


15. Sinus und Cofecante eines Winkels ſind daher 
die eine der umgekehrte Werth der andern 


i c.a 1 
sin Cx cosec C = . = 1; cosec © = => 
SEET e sin C 
f 1 
sin = ——. 
eosec C 


Den Sinus und bie Coſecante eines Winkels von 49°, 30% 15° 


u.f. w. in einem analytiſchen Ausdrucke zu finden, und bis auf 7 Des 
cimalſtellen zu berechnen. 


2. Coſinus und Secante aus dem Verhältniß arb. 
16. Wenn in dem Verhaͤltniß a: b das erſte Glied 
a l geſetzt wird, fo heißt b der Coſinus des Winkels C. 
Der Coſinus eines Winkels iſt daher die dem 
Winkel anliegende Kathete N E die 
Hypotenuſe 


b 
ost = , 
a 


Sr 


oder: der Coſinus eines Winkels iſt eine Zahl, welche ans 


zeigt, was die dem Winkel anliegende Kathete fuͤr ein Theil 
der Hypotenuſe iſt. 


17. Nimmt man in: demfelben: Verhältniß b- als Čin- 


heit an, fo ift a die Secante des Winkels C 

Die Secante eines Winkels it mithin die 
Hypotenuſe gemeffen durch die dem Winkel ans 
liegende Kathete 


! a 
sel. == 
b 


18. Coſinus und Secante ſind gleichfalls umgekehrte 
Werthe von einander 


b n ; - 
e deeg EE 1: set ==; 
d a b % cos O“ 
1 
cos C = dë 
See 


(Aufg. §. 15, in Beziehung auf Coſinus und Secante.) 


3. Tangente und Cotangente aus dem Verhaͤltniß b:c. 


19. Wenn in dem Verhaͤltniß b:e, auf den Winkel C 
bezogen, b = 1 geſetzt wird, fo ift e die Tangente von C. 
Die Tangente eines Winkels iſt folglich die 
dem Winkel gegenuͤberliegende Kathete gemeſſen 
durch die anliegende 
© 


tang C = 5? 


20. Nimmt man in eben dem Verhaͤltniß c als Einheit 
an, fo ift b die Cotangente von C. ) 
Die Cotangente eines Winkels ¡ft mithin die 
dem Winkel anliegende Kathete 1 Bar) 
die gegenüberliegende 
b 
cotangl = a 
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21. Tangente und Cotangente find auch umgekehrte 
Werthe von einander 


c b i 1 
tang C. se . = 1; s 
ng C. cotang C Wir 1; cutang C taug C 
tang C = e | 
"5 cotang (` 


(Aufg. S. 15. in Bez. auf Tangente und Cotangente.) 


B 22. Wenn man nun Mit- 
tel hat, die Verhaͤltniſſe der Seis 
ten eines rechtwinkligen Dreiecks 
zu finden, wenn C = 1 oder 20 
u. ſ. w. kurz für alle Winkel von 
i O bis 90°, fo kann man daraus 
G y A den Canon der trigonometriſchen 
Functionen bilden, indem man bei jedem Winkel die dazu 
gehörigen Seitenverhaͤltniſſe einträgt, und dem Ganzen die 
Form einer Tafel giebt. Dieſe Mittel gewaͤhrt theils die 
Geometrie (Seiten regelmäßiger Vielecke), theils die Functio⸗ 
nenlehre. Auch ſind dabei die Gleichungen zwiſchen den tri⸗ 
gonometriſchen Functionen, welche bald aufgeſtellt werden 
ſollen, unentbehrlich. g 

Auf g. Aus der Seite des regelmáfigen Achtecks den Sinus, 
und die übrigen trig. Funct. des Winkels von 222 zu finden, und 
bis auf 7 Decimalftellen zu berechnen. 

23. Diejenigen Functionen, welche lage Namen tra⸗ 
gen, wie Sinus und Coſinus, heißen coordinirte Functionen. 
Von dieſen nennen wir die eine die directe, die andere, der 
erſtern coordinirte, die indirecte Function. Die indirecte Func⸗ 
tion eines Winkels iſt gleich der directen Function des Er⸗ 
gaͤnzungswinkels zum rechten, und umgekehrt. um dieſes 
Verhaͤltniß zu bezeichnen, hat man ſie eben gleichnamig gemacht: 


H 


N 


co O = sin B, 


colang C = laug B, 


cosec C = = sec B. 


ej» ele sle © 


Daſſelbe Verhaͤltniß, wie EN dient alfo zur Bezeichnung 


zweier Functionen, des sinB und cos C u. ſ. w. — Dop- 
pelter Eingang zu den Tafeln, die nur bis 45° gehen dürfen. 

Wie koͤnnen folgende Fuuctionen durch die ihnen coordinirten 
ausgedruͤckt werden? sin 500; tang (90 —x); sin (45° ); 
coig (600 — *) u. ſ. w. — Uebung im Gebrauch der trig. Tafeln. 
Die kleinern Tafeln, wie das Vegaſche Handbuch, enthalten gewoͤhn⸗ 
lich nur die Logarithmen der trig. Functionen. Das Aufſchlagen und 
Interpoliren hängt von der Einrichtung der Tafeln ab, und wird in 
der Einleitung zu denſelben erläutert, Vega Handb. S. XX, 


Ausdruck der Seiten des rechtwinkligen Dreiecks. 


24. Die Gleichungen, welche die Definitionen der trig. Func⸗ 
tionen darſtellen (S. 13. bis 21.), laſſen ſich zwar leicht fo umgeſtal⸗ 
ten, daß jede der darin vorkommenden Größen durch die beiden uͤbri⸗ 
gen dargeſtellt wird; — aus ein C =È folgt o . sin C, a 
a C 5 indef erfordert es doch einige Uebung, um jede der Gleichun⸗ 
gen, wie man ſie eben gebraucht, aus der Figur ohne Anſtoß herleſen 
zu konnen. Dieſes muß aber von jedem, der Trigonometrie ſtudirt, 
gefordert werden. Jene Formen muͤſſen ſo geläufig fein, daß fie die 
Aufmerkſamkeit gar nicht mehr befonders in Anſpruch nehmen, und 
von den übrigen Momenten der Aufgabe ablenken. Sie find die De: 
clinationen der Trigonometrie. Um dieſen Zweck zu fördern, wollen 
wir hier einige Lehrſaͤtze aus der longiſtiſchen Geometrie einſchalten. 

25. Die Dimenſionen des Raums erſcheinen durch die Conſtruc⸗ 
tion als Factoren. Aus zwei Dimenſionen — Linien — entſteht auf 
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7 völlig analoge Weiſe eine Flaͤche, wie 
aus 2 Zahlfactoren ein Product *) 
Dieß berechtigt, das Product zweier 
Linien als eine Fläche, das dreier als 
einen geometriſchen Körper zu betrad: 
ten. Wir ſagen daher, der Ausdruck 
ab hat 2 Dimenſionen, und iſt eine 
c A Flache, der Ausdruck abe hat 3 Di 
menſionen, und ift ein Körper, wenn a, b und » Linien bezeichnen. 

286. Hat der Ausdruck die Form eines Bruches, fo muͤſſen die 
Factoren des Nenners von denen des Zählers abgerechnet werden. 


*) Nimmt man den Begriff des Products in feiner reinſten und 
allgemeinſten Bedeutung, ſo bezeichnet er in der Mathematik das 
Ergebniß einer Syntheſis, bei welcher das durch eine frühere 

Syntheſis erzeugte, an die Stelle des urſpruͤnglichen Elements 
geſetzt, und wie dieſes behandelt wird. Das Product muß aus 
dem, was durch die erſte Syntheſis erzeugt iſt, gerade ebenſo 
hervorgehen, wie dieſes aus dem urſpruͤnglich erzeugenden. — 
In der Arithmetik iſt die Einheit das Element, die Syntheſis 
das Zählen, das Erzeugniß die Zahl. Wird nun dieſe Zahl, als 
das Erzeugniß der erſten Syntheſis, an die Stelle der Einheit 
geſetzt, und eben ſo behandelt, d. h. gezaͤhlt, ſo entſteht das 
arithmetiſche Product, welches als eine Zahl auf höherer Stufe, 
als eine Zahl, deren Einheit ſchon eine Zahl ift, betrachtet wer— 
den kann. — In der Geometrie iſt der Punct das Element, 
die Syntheſis die Fortbewegung des Punctes nach irgend einer 
Richtung, das Erzeugniß, der Weg des Punctes, die Linie. Wird 
nun dieſe Linie, als das Erzeugniß der erſten Syntheſis, an 
die Stelle des Punctes geſetzt, und ebenſo behandelt, d. h. nach 
einer andern Richtung fortbewegt, ſo entſteht die Flaͤche, als der 
Weg der Linie; fie ift daher das wahre geometriſche Product‘ 
zweier Linear: Factoren, und erſcheint zunaͤchſt als ein Rechteck, 
ſofern in jener zweiten Richtung nichts von der erſten enthalten iſt. 

Wird die Flaͤche an die Stelle des Puncts geſetzt, ſo entſteht 

der geometriſche Koͤrper, als das Product dreier Factoren, wo⸗ 
mit es in der Geometrie, da der Raum nur 3 Dimenfionen entr 
halt, fein Bewenden hat, während die Arithmetik in Anſehung 
der Anzahl der Factoren nicht beſchraͤnkt iſt. Vergl. meine 
Raumlehre 2ter Th. Berlin 1824: 
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So hat E Eine Dimenſton, oder ift eine Linie, nämlich bie vierte 


Pee zu y b, und c; — Fre hat Sr und 


ift eine Flaͤche; E bezeichnet eine Linie. Ein Ausdruck wie a hat 


gar keine Dimenſion, und ift ein Verhaͤltniß, welches man, wenn a 
und b commenſurabel find, durch eine rationale Zahl den in 


jedem Falle aber annaͤhernd ausdrücken kann. Eben (E q u. ſ. w. 


27. Da nun Zahl, Linie, Flaͤche, Koͤrper Dinge von ganz ver⸗ 
ſchiedener Art find, fo kann weder eins dem andern Jleich geſetzt, 
noch koͤnnen ſie addirt, oder ſubtrahirt werden. Hieraus folgt, daß 
alle Glieder einer Gleichung gleichviel Dimenſtonen haben muͤſſen, 
wenn die Gleichung möglich fein ſoll. Ein Ausdruck wie ab=c 
oder a— . wenn a, b, e Linien bezeichnen, iſt daher in ſich ſelbſt 
verwerflich, weil er etwas Ungereimtes ausſagt oder fordert. 

28. Die Multiplication oder Diviſion eines ſolchen Linearaus⸗ 
bruces mit einer reinen Zahl, ánbert in den Dimenſionen deſſelben 
nichts ab. 

y 29. In jeder der Gleichungen, die aus den Definitionen der 
trig. Zunct, hergeleitet werden konnten, kommen überhaupt 3 Größen 
vor, von denen wir die eine die Function, die andere bie Linie, bie 
dritte das Maaß nennen wollen. So iſt in ein C == sin C die 
Function, c bie Linie, welche den Sinus darſtellt, und a das 
Maaß — die Einheit, durch welche c in der Function ausgedruckt 
wird. Die Gleichung hat gar keine Dimenfion, und dieß ift bei allen 
Functionen, da ſie reine Zahlen ſind, nothwendig der Fall. Bezeich⸗ 
net p die Function, 1 die Linie, m das Maaß, fo iſt 

S 1 
P = Er 

30, Sn dem Ausdrucke C Sa sin C ift die Linie, welche bie 
Function raumlich darſtellt, (e) gleich dem Producte aus dem Maaße 
in die Function, und das Maaß (a) kann als die Benennung 
für die reine Zahl sin C angeſehen werden. Go ift überhaupt 

l= ọm. 
Die Gleichung hat auf beiden Seiten eine Dimenſton. 


2: 
` > e 

B 31. Endlich iſt in a= e 
das Maaß gleich der Linie dividirt 
durch die Function, und der Ausdruck 
hat auf beiden Seiten Eine Dimen⸗ 
ſion. — Ein unbekanntes Maaß fin⸗ 
det man, wenn man eine bekannte 
GC A Größe, welche in dieſem Maaße aus⸗ 
gedrückt iſt, durch die Zahl des Ausdrucks dividirt. (Beiſp. Roͤmiſche 
Palme aus vorhandenen Bauwerken, deren Größe Vitruv angiebt.) 
Allgemein iſt: , 1 


m —. 


Hiernach muß man ſich nun uͤben, jede Seite und jeden Winkel 
des rechtwinkligen Dreiecks aus 2 Datis ſogleich auszudrucken, ohne 
eben auf die Deſinitionen zurückzugehen, und aus dieſen ableiten zu 
duͤrfen. Fuͤr das leichte Verſtaͤndniß und das ſchnelle Fortruͤcken in 
der Trigonometrie ift durch diefe Fertigkeit ein bedeutender Schritt 
sefhehen. Da es indeſſen nicht fo ganz leicht ift, fie bis zur voll: 
kommenen Gelaͤufigkeit zu erwerben, und man daher öfter auf dieſe 
Uebungen zuruͤckkommen muß, ſo moͤge Bier einiger Stoff zu denfels 
ben aufgenommen werden. 

Wenn im rechtwinkligen Dreieck ABC die Stucke B, b, a in 
Frage geſtellt find, wie läßt ſich jede Größe durch die übrigen auga 
drücken? — Wie, wenn B, b, e in Frage geſtellt ſind? u. ſ. w. Dies 
ſelben Fragen bei anderer Lage und anderer Bezeichnung der Figur. — 
Im gleichſchenkligen Dreieck DCH 
Ce fei BA auf der Baſis CD ſenkrecht. Es 
S ; follen aus je zwei gegebenen Stuͤcken die 
5 übrigen ausgedruͤckt werden. — Man 
K fege CD =b, mithin AC = b, BC = 
ER BD=a, AB=p, fo find folgendes bie 

in Betracht kommenden Conternationen, 
in denen jedes Stuͤck durch die beiden 
übrigen ausgedrückt werden kann: abp 
(Pyth, Lehrſ.), a h B, abC, bpE, bpC, 
ap B, ap C. — Man ziehe noch CE auf 
BD ſenkrecht, wodurch die dem ABC 


E 


. 


S2 EE RA RL A 
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ähnlichen Dreiecke ECD und ACG entſtehen, und bruͤcke die Größen 
AC, BE, CE, DE; BG, CG, AG, EG durch Funct. von B und 
a aus. Wo eine und dieſelbe Größe z. B. CE oder DE auf 2 ver: 
ſchiedene Arten ausgedruͤckt erſcheint, da merke man dieſe Ausdruͤcke 
an. — Nimmt man BH=BD, und zieht CH, fo erhält man 2 
neue, dem ABC ähnliche Dreiecke. Druͤckt man noch alle jene Größen 
durch Funct. von B und b, und durch Funct. von B und p aus, ſo erhält 
man ſchon im Voraus die Formeln 17 — 24 (S. 44., 45.) hier geome⸗ 
triſch entwickelt. í 
In einem beliebigen ungleichſeitigen Dreiecke fälle man aus den 
Winkelſpitzen Perpendikel auf die gegenüberliegenden Seiten, und 
druͤcke nun ſowohl die Abſchnitte der Seiten, als auch die Perpendi⸗ 
kel und ihre Abſchnitte trigonometriſch aus, indem man die Seiten 
und Winkel des Hauptdreiecks als gegeben betrachtet. — Aehnliche 
Uebungen werden ſich leicht mehr auffinden laſſen. — Hieran ſchließe 
man beſtimmte Zahlaufgaben über das rechtwinklige und gleichſchenk⸗ 
lige Dreieck, über regelmäßige und halbregelmaͤßige ') Vielecke u. f. w. 
an, und laſſe leichte practiſche Aufgaben folgen. 
32. Aufg. Aus der aͤußerſten Entfernung, in welcher man 
vom Meere aus einen Berg ſehen kann, die Höhe des Berges zu finden, 
Aufl. Es ſei DA ein Stüd eines 
aus C, dem Mittelpuncte der als ku⸗ 
gelfoͤrmig gedachten Erde, beſchriebenen 
Kreiſes, B die Spitze des Berges, BA 
eine Tangente, fo ift A der Ääußerfte 
Punct, von welchem man den Berg ſe⸗ 
hen kann, und DA die Entfernung. 
Zieht man nun CA, CB, ſo kennt man 
im rechtwinkligen Dreiecke CAB, CA, 
den Erdhalbmeſſer, und den Winkel C, 
welcher vom Bogen DA gemeſſen wird, 
und kann CB finden. Es iſt naͤmlich: 
AC 


) Fluͤgel im Programm des Domgymnaſii zu Halberſtadt vom 
Jahre 1831. 


E 


\ 
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Beiſpiel. Der Pic Mowna Roa auf ben Sandwichs Snfeln 
folt (nach Marchand) aus einer Entfernung von 2° 33° gefehen fein, 
wie hoch ift er, wenn ber Erdhalbmeſſer zu 19 630 146 Parifer Fuß 
angenommen wird? 

log AC = 7,2929235; AC = 19/630 146 
log cos C = 9,9999567 °); 


log BC = 7,2933538; * BC = 19/649 600 
BO-4C=BD= 0 
wobei zu bemerken, daß die beiden letzten Stellen unguͤltig ſind, da 
fie in dem log AC nicht vollftändig haben beruͤckſichtigt werden Sënnen, 

33. Wenn man die trig. Functionen in nt Ord- 
nung aufführt 

sinx, Cor, tang x: cotang x, sec x, cose x, 
ſo ſind die ſymmetriſchen Glieder reciproke Werthe von ein⸗ 
ander. Die 3 erſten Functionen enthalten daher ſchon einen 
hinlaͤnglichen Apparat zur Winkelbeſtimmung, und man fónnte 
der 3 letzten ganz entbehren. 

34. Zu den trigonometriſchen Functionen pflegt man 
auch noch den Sinusverſus und Coſinusverſus zu rechnen. 
Der erſtere iſt der Ueberſchuß der Hypotenuſe uͤber die an⸗ 
liegende Kathete durch die Hypotenuſe gemeſſen l 

siuvers C = — = 1 — cos C. 


Der Coſinusverſus ift der Ueberſchuß der Hypotenuſe über 


) Hinter den Logarithmen der trig. Funct., fo wie fie in dem 
Vegaſchen Handbuche ſtehen, ¡ft durchgaͤngig die Kennziffer — 10 
am Ende zu ergänzen, wenn fie die reine trig. Funct. für das 
gebrauchte Maaß als Einheit darſtellen ſollen, wie hier durch⸗ 
gaͤngig angenommen wird. Da es auch ſonſt gebraͤuchlich ift, 
die Logarithmen achter Brühe fo zu ſchreiben, daß ihnen die 
Kennziffer — 10 angehaͤngt wird, ſo tritt hier alles in ſehr gute 
Uebereinſtimmung, und das Verfahren ergiebt ſich fuͤr den, der 
überhaupt Logarithmen zu brauchen weiß, in jedem Falle von ſelbſt. 
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die dem Winkel gegenuͤberſtehende Kathete, durch die erſtere 
gemeſſen 


1 Siu C. 


Gleichungen zwiſchen den Functionen Eines und 
deſſelben Winkels. 
B 35. Im rechtwinkligen Dreieck 
ABC, deſſen Winkel C wir mit 
x bezeichnen wollen, hat man nach 
dem Pythagoraͤiſchen Lehrſatze: 


1) G b =a?; 
y 2) a — 0 = b?; 
0 i A 3) a — b? = cs. 


Druͤckt man diefe drei Gleichungen trigonometriſch aus, ſo 
daß die Dreiecksſeite, welche auf der rechten Seite des Gleiche 
heitszeichens allein ſteht, als Maaß gebraucht wird, wodurch 
die übrigen ausgedrückt werden, und dividirt dann die ganze 
Gleichung, ſo erhaͤlt man: 
aus 1) a⸗ sin x a? cosx? = a? 
oder sinx? cosx? = 1%) (1) 
„ 2) b?secx®—b?tangx? = b? 
oder secx?—tangx? = 4 (2) 
e 3) e?coseex?— c? cotgx? = c? 
und cosecx? — cotgx? = 


— na) 


(Sun A 
) Ich ziehe es vor sinx? u. ſ. w. ſtatt (ein x) oder sin?x zu 
ſchreiben. Der Anfänger muß fih gewöhnen funct,x als eine 
einfache nicht zuſammengeſetzte Größe zu betrachten. Auch hat 
das Quadrat eines Winkels, oder die trig. Function vom Qua⸗ 
drate eines Bogens keinen rechten Sinn, und kommt in der 
Elementarmathemat ik überall nicht vor, Es kann alfo keine 
Verwechſelung daraus entſpringen. 
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Jede dieſer Gleichungen kann man unter andere Formen ſtel⸗ 
len, und da fie von ſehr mannichfaltigem Gebrauch find, fo 
iſt es bequem ſie auch unter dieſen Formen vor ſich zu haben. 
Man erhaͤlt: 

aus (1) sin x= V — cosx );  cosx=y(Í—sinx?) 

» (2) seex=Y/(l-Hangx?); tangx=y(secx*—1) 
(3) cosecx IA cotg x);  cotgx=y(cosecx?—4) 
36. Die fon oben ($. 15., 18., 21.) aufgeſtellten Gleis 

chungen zwiſchen denjenigen Functionen, welche reciproke 
Werthe von einander ſind, reihen wir hier ein: 


D É 1 1 

X. = 1; tangx= 3 cix=—. (4 

a e 0 

in x ht sin x = My cosec x = E 5 

bugs m ` coseex? em) 
Z 1 EN 1 

cos x. seex = Í; © cosx = ——; secx = 6) 

secx cos x 


i Mittelft der beiden letzten Gleichungen kann man die 
Tafel fuͤr die Logarithmen der Sinus und Coſinus zugleich 
fuͤr die Coſecanten und Secanten gebrauchen. Es iſt naͤmlich 
log cosec x =log1 — log sinx = 0 log sin x 

= 10—10 — log sin x 
und da log sin x die Kennziffer — 10 mit fih führt, fo hat 
man bloß den in der Tafel ſtehenden Logarithmus von 10 
abzuziehen, d. h. jeder Ziffer Ergänzung zu 9 hinzuſchreiben. — 
Waͤre umgekehrt der Logarithmus der Coſecante gegeben, ſo 
ſchlaͤgt man den Sinus ihrer dekadiſchen Ergaͤnzung auf. — 
Eben fo verhält es fic) mit cos und sec. — 8. B. 

Geg. x = 37° 12. Geſucht: log sec x = 0,0987979 
log cosecx == 0, 2185325 


| 


Geg. be secx =0, 1233215 
9, 8766785 = == log cos x. Ou. Ye äis 10° 
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37. Da im rechtwinkligen Dreiecke ABC 


Kä 0 A. Sin x 
n = — = 
8 b a.COSx? 


fo folgt: 


tan zu, sinx cos x. tang x; cos x E (7) 
SE k SADRI KA 


` b a. cos x 
=— = - 
Eben fo, weil cotg x e a, Siu x’ 


cos & 
' cotg x (8). 

38. Noch ift unmittelbar aus den Definitionen ($. 34.) 

; sinversx = 1—cosx (9) 
cos vers x == 1—sinx (10), 

Aufg. Vermittelft der obigen Gleichungen 1 bis 8 jede trigos 
nometriſche Function durch jede Function deſſelben Winkels auszu⸗ 
drücken. Beſchraͤnkt man fih hierbei auf die 6 Hauptfunctionen, ſo 
wird jede durch die 5 übrigen ausgedruckt, und man erhält 30 Glei⸗ 
chungen, welche aufzuſtellen, und fo zu ordnen find, daß dabei bie 
Reihenfolge S. 33. beibehalten wird, 


cos x » a 
cotgx = 5 cosx = sinx. cotg x; sin x = 


Gleichungen zwiſchen den Functionen der Winkel 
dreier gerader Linien an Einem Punce. 


39. Um die Functionen mehrerer Winkel mit einander 
in Verbindung treten zu laffen, kann man dieſe Winkel zuerſt 
dadurch bilden, daß ſich 3 gr. L. z. B. in Einem Puncte durch⸗ 
ſchneiden. Mit den dadurch entſtehenden Winkeln iſt dann 
zugleich ihre Summe und ihr Unterſchied gegeben. ? ö 

40. Die Gleichungen zwiſchen den Functionen der ein⸗ 
zelnen Winkel einerſeits, und den Functionen der Summe 
und des Unterſchiedes andererſeits ſind fuͤr die Trigonometrie 
unentbehrlich. Selbſt die Entſtehung der Tafeln kann ohne 


fie nicht gehörig verſtanden werden. — Die Menge der auf 
Graßmann Trigonometrie. 


. 
S 


. 
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ſolche Weiſe entſtandenen Formeln ¡ft unbegrenzt; man muß 
hun 

daher eine Auswahl Dsg wobei die Winkel theils gleich, 
theils ungleich geſetzt, ihnen auch beſtimmte Werthe beigelegt 
werden koͤnnen. Hierbei ſetzen wir vorlaͤufig noch immer 
voraus, daß nicht nur die einzelnen Winkel, ſondern auch ihre 
Summe kleiner als 909 ſei. 

41. um zuerſt aus 
Sinus und Coſinus zweier 
an demfetben Puncte liez 
gender Winkel den Si⸗ 
nus und Coſinus ihrer 
Summe und ihres Unter⸗ 
ſchiedes herzuleiten, ſei 
: ACB =x, BCD =y = 
l 1 — BCD’. Schlägt man mit 
As CA e einem beliebigen als Ein⸗ 
heit angenommenen Halbmeſſer CB einen Kreisbogen, zieht 
die Sehne DD’ und BA ſenkrecht auf CA, fo iſt als gegeben 
zu betrachten: BA = CB. sin x, oder, da der Halbmeſſer, als 
die Benennung oder das Maaß der Function, a“ 1 geſetzt 
ift, mit Weglaffung deſſelben: 


AB = sin x; AC=cosx; DE=D'E=siny; CE = cosy. 


Man ſucht dagegen aus dieſen Stuͤcken: 
DG =si0(x+ y); CG=cos(x-y); D'G/= sin(x —y); 
CG’ = cos (x— y). 

42, Man ziehe nun EH und D parallel AC und 
EF parallel AB. Da der Winkel EDH = HEC = ACB =x, 
fo it ABACO EFC~ ERD, DID, und da D*E = DE, 
fo it DH = Hl; HE = IL = Ly, d. h. FG = FG, und 
man erhäft: 
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sin Liss DG = GH 4+-DH = EF -+ DH 
= sinx. CE -cosx DE, d. h. 3 , 
sin (xy) = siux. cos y ＋ cosx. sin) (11). 
Ferner iſt sin(x— y) = = D'G/= EF — HI EF —DH, d. h. 
sin (x = y) S sin x. cosy —cosx.siny (12) 
cos (X Ey) = CG = CF — FG = CF —EH 
= cosx. CE — sinx. DE, d. h. 
cos (x E) = cosx.cosy—sinx.siny (13) 
cos (x —y) = CG’ = CF 4-FG' = CF -EH 
cos (x — y) = cosx . cos y ＋ sin x. sin y (14). 

Dieſe Formeln muͤſſen, wenn durch die Uebung an S. 31. die ges 
hoͤrige Fertigkeit hervorgebracht iſt, von den Schülern unmittelbar 
aus der Figur abgeleſen werden koͤnnen, wenn ſie ſich zuvor in der⸗ 
ſelben gehörig orientirt haben. Die Formeln (11) und (12) und 
eben ſo (13) und (14) laſſen ſich, wie bei der e geſchehen iſt, 
in eine zuſammenziehen. 

43. Hierzu folgt nun fuͤr die Tangente nach F. (7) 
sin (XY) sin x. cos y + cos x. sin y 
cos(xty) cos X. cos F sinx. sin y 
Dividirt man dieſen Bruch im Zaͤhler und Nenner mit 
cosx . cos y, fo erhält man: 


tang («+ y) = 


sin x ele sin in y 
; cosx s 
tang ( Ey) = — sin E 
f Cos Xx cosy 
das heißt: 
FL tang x + tang y (15) 


1 F tangx.taog y 
und da die Cotangente der reciprofe Werth der Tangente ift, 
fo hat man zugleich: i 
tang x. tan 
coig ( Ey) = PEERS Z. (46), 

Hiernach find Uebungen im Gebrauche der Formeln 11 — 16 ans 
zuſtellen, indem man den Winkeln andere Buchſtaben, oder beftimmte 
B 2 
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Werthe beilegt, als sin DOS + x); sin3x=sin(2x+x); sin3% = 


sin (18°—15°); cot 75% cos (45% 300); cos12° = cos (30°—18°); 
tang (45° ＋ x); tang (45° — x) etc. - 


44. Setzt man in den obigen Ausdruͤcken fuͤr die Func⸗ 
tion der Summe zweier Winkel y = x, fo erhält man: 
(17) sin 2x =2sinx. cos x | 
(18) c0s2x = cosx? — sinx? =1—2siux?* = 20095x2—A 
(aus F. 13 und 1) 
2 tang x 
1 — tang x 


(19) tang2x= 


_1—tangx? 
(20) RE N 
Hiernach verfuhe man bie Zunctionen des mehrfachen Winters 

durch die des einfachen auszubrüden, wobei abwechſelnd die Formeln 
8. 42., 44. und 35. zur Anwendung kommen. Zur Vergleichung mbs 
gen hier einige Ausdrucke für die Sinus mehrfacher Bogen fteben: 

sin 3x =3sinx—4sinx? 

sin Ax = (4 sin x —8 sin x*)cos x 

sin 5x = Š sin x 20 sin x? + 16sinx? etc, 
Reichen Vorrath zu ſolchen Uebungen findet man in den „Formeln 
der Geometrie und Trigonometrie“ Berlin 1827. 


45. Schreibt man in F. 18 x für 2x und ¿x für x 
fo wird 


(21) E = 1—usxz und sin Z x = (=>) 


(22) 2cos jx? =4 4 cosx und cosix= (ES. 


Hieraus folgt dann 
1. q/(1—cosx 2 
Ge, ENT VE —1-Feosx” ia & 
(24) coig 2 & = VE tess) Leen din x 


1 — cos x sin 1 — cosx’ 


Die beiden letzten Ausdruͤcke für ang P x erfolgen, wenn man 


27 
den unterm Wurzelzeichen ſtehenden Bruch zuerſt mit 14 cos x- 
und dann mit 1 — cos x erweitert. 
46. Noch bemerken wir folgende Formeln: 

sin x 2/1 ＋ sin x) - 2/1 — sin x) (25) 

cos Z = 4 y(1 -+ ein x) ＋2 /(1 — sin x) (26) 
Sie folgen aus F. 21 und 22. Multiplicirt man die erſte 
auf beiden Seiten mit 2 und quadrirt dann, ſo erhaͤlt man: 
4 sin Z x? =14sinx—2y(1—sio x) - 1—8inx =2—2 cosx, 
daher 


Zen Xx = Í - cox. 
Der ſynthetiſche Beweis laͤßt ſich hieraus leicht ableiten. 
Die 2te Formel läßt fich auf vollig analoge Weiſe beweiſen. 
47. Wenn man die Gleichungen 11 bis 14 addirt und 

ſubtrahirt, ſo erhaͤlt man folgende neue Gleichungen: 

sin (x FV T sin (x— y) =2sin x.eosy (27) 

cos (x Y) ＋ cos (x - =2cosx.cosy (28) 

sio (x Cy) — sin (x —y) = Henx, sin y (29) 

cos (x -) — cos (X + y) = 2sin x.siny (30), 

48. Setzt man in dieſen Formeln x+y Sa, x—y=l, 
mithin: g e 
* į (a+b) y = ¿(a—b), 
fo verwandeln fie fih in folgende: 

sin a ＋ sin b = 2sin ¿(a +b)cosF(a—b) (31) 

cosa +- cosb = 2 cos 3 (a $b) cos 3 (a— b) (32) 

sin a— sin b = 2 cos g (a 4-b) sin¿(a—b) (33) 

eos b cosa = 2 sin 4 (a-f-b) sin ¿(a—b) - (84). 

49. Aus den 6 Combinationen, welche diefe 4 Formeln 
geftatten, erhält man durch Divifion je zweier Gleichungen: 
dn neh = gar) (35) 
sin a — sin b 
cos T cos b 


Stang 3 (a — b) (36) 
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VVT 
nn = 0g Bla- / 
39) Be = tang 3 (a ＋ b) cotg$ (a S b) 
(40) ru = = colg 3 (a -+ b) cotg š (a — b). 


Dieſen fónnte man ſogleich noch 6 Formeln beifügen, wenn 
man die Bruͤche der linken Seite umkehrte, und rechts die 
reciproken Werthe ſetzte. Daſſelbe gilt von den Gleichungen 
der beiden folgenden. K e. , 

50. Aus den Formeln 11 und 12 erhält man durch 
Diviſion unmittelbar 


sin (x 
(41) 27 He = tangx-} tangy 
sin (X= i 
(42) Sakn = cotg x | cotg y 
sio (x — y) en 
(43) 008 8,50 tang x — tangy 
(44) le) = cotg y — cotg x. 


5 Sin x. sin y 
51. Druͤckt man sio (x+y) nach 17 durch 
2sinz(x+y) cos g (X + y) l 
aus, und dividirt die Gleichung mit 31 und 33, fo erhält man 


(45) 


(46) 


(47) 


(48) 


sin(x +y) 


sin (Xx — y) 
sin x-＋ sin y 
sin (x — y)) 
sin x — siny 


LN 
sin x ＋ sin y 
sin(x#y) _ 


sinx—sioy 


cos 3 (x —y) 
Sin 2 +. 


sin (x — y) 


din 2 (x—y) 


sin ( T) 
— 183 (x— y) 


6083. (X +7) 
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Multiplicirt man (31) mit (33) — eben fo (32) mit (34) 
und reducirt dann nach (17), fo erhält man, wenn man x 
und y für a und b fegt, noch folgende bemerfenswerthe 
Formeln: 
sin x? — sin y? = sin (x -) sin (X ) (48, a) 
cos y? —cosx? sin (x y) sin (x — y) (48, b) 


Gleichungen mit beſtimmten Winkeln. 

52. Da die Winkel 45° +x und 45 — x zuſammen 
einen Rechten betragen, ſo iſt die Function des Einen gleich 
der coordinirten Function des Andern. Wenn man nun den 
Winkel 450 — x als die Hälfte des Winkels 90 — 2x bes 
trachtet, und aus F. 21 und 22 dafür ſubſtituirt, fo erhält man: 


sin(45°-+x)= 009 (450 — x) = y (a) (49) 


sin (45° — x) = cos (45% ) = u (50) 


tang (abe SA = colg (45°— x) = Ve) 


1 — siu 2 x 
I Tang x 
1 tang x 
A í 1 — sin2x 
tang (45° — x) = colg (45° -++ x) = Ve) 
d+ taug x 
Die letzten Ausdrucke in 51 und 52 folgen unmittelbar aus 
15, wenn man für X = 45 fegt, wodurch das Dreieck 
gleichſchenklig und tang 45° 1 wird. ; 
53. Sft im Dreieck ACB der Winkel C= 30°, fo ift 
das Dreieck die Hälfte eines gleichſeitigen, und man erhaͤlt 
sin 30 =3. Hiermit folgt aus F. 27 und 30 


6) 


(52). 


S a 
sin (30° Lal «+ sio (30° —x) = cosx 
cos(30% — x)— cos (30° X) = sinx 


(53) sin(30°-}x) = cosx — sin (30° — x) 
(54) cos(30°-}x) = cos (30° — x)— siox, 
Man ſieht hieraus, wie man die Sinus und Coſinus der Win: - 
kel über 300 durch eine bloße Subtraction finden kann, wenn man 
fie bis zu 30° hinauf erſt hat. 
54. Aus F. 14 hat man 
eos (45 — x) = cos 459. eos x ＋ sin 45. sin x und 
sin (45° — x) = sin 45° on — cos 456. sin x. 
Da nun sin 45 = cos 45 = YA, fo folgt 
(55) sin x- ＋ cosx = cos (45 — x) V2 = cos (x — 4572 
(56) sin x — cos x = sin (x — 450 y2 
(57) cos x= sin x S sin (45 — x) V2. 


55. Aus F. 41 u. f. erhaͤlt man ferner, wenn man 
y=45° Gët: 
— sin(x+45°)y2 ` eos(x—45)y2 
(58) 1 ＋tangx = Ge Ee = 8 
— sin(x 445°) V2 cos (x — 45% / 
(59) 1- cotgx = Sr SR, LE 
CC 
COS X 
(61) cotgx—1 = 30 . 
Sin x 
Aus as vier Aus druͤcken hat man beiläufig durch Diviſion: 
—_ 14 tangx 1 — tangx 
(62 ang% — 1p otgx ceoigx - 1 
56. Setzt man in den Formeln 31 und 33 a=30° 


in 32 und 34 a= 60°, und b=x, fo erhält man, weil 


sin 30 = eos 600 = 3, nachdem man die Gleichung mit 2 
multiplicirt hat, 


oder 
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1 ＋ 2siox = 4sin 4 (30 Fx) cos 3 (30 —x) (63) 
4 —2sinx = 4 cos z (30. ＋ x) ein g (30 — ) (64) 
1-42 cos Xx = 4002 (60 ＋ x) cos 2 (60°— x) = SES: (65) 


sin ⁊ x 


2e0sx—1= 4 sin (60°42)sin 5 (60° x) =Ê SS = (60). 


Die beiden letzten Ausdruͤcke in F. 65 und 66 e fo: 
Es iſt Zemsti = 2 sio x cosx E sin x E sin2x Esto x 
sinx sin x 
Aus diefen beiden Formen erhält man, wenn man in 31 und 33 
für a=2x, für b=x fubftituirt, und einge == Lein $ x obs f x 
ſetzt: ; 
4 200 att cosz(2x—x) din 2 X 


2 sin Fx.cos ix Sin z & 
2 cos 3 (2 X ＋ x) sin (2 X KX cos EX 

2 cos x — 1 = — 20 + ) 20 El ES 
2sin zX.0053x A os K. 


57. Es mögen hier noch einige Zahlausdruͤcke für be- 
ſtimmte Winkel folgen. Aus der Seite des regelmaͤßigen 
Sechsecks ergeben fich. folgende Werthe, von denen zum Theil 
ſchon Gebrauch gemacht iſt 

sin 30 = cos 60 = # (67) | 
sin 45 cos 45 = y4 = ¿3/2 (68) 
sin 60° cos 30˙ = 2/3 (69). 

58. Die Seite des regelmäßigen Zehnecks wird erhalten, 
wenn man den Halbmeſſer im mittlern und aͤußern Verhaͤlt⸗ 
niſſe theilt. Wendet man darauf die Rechnung an, ſo findet 
ſich nach und nach: b 

sin 18 = cos 720 = 3(—1+-Y5) (70). 
sin 36° = eos 54° 4 (10 2/5) (71) 
sin 54% = cos360 = 4 (75) (72) 
sin 720 = cos 18 = 3y(104+2y5) (73). 
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Durch Halbirung der Winkel (F. 21 und 24), fo wie durch 
Addition und Subtraction (F. 11 — 14) kann man ebenfalls 
analytiſche Ausdrucke Ge die Functionen beſtimmter Winkel 
i herleiten. 

; 4 ` Um den Sinus von 18° ana: 
lytiſch zu finden, fei AB die Seite 
eines regelmaͤßigen Zehnecks, C der 
Mittelpunct des umſchriebenen 
Kreiſes, CA, CB verbunden, Ba 


CE ſenkrecht auf AB, fo it AC 


B S sin Ac = sin 18, weil Des 
2 36 durch CE halbirt it. Im gleichſchenkligen Dreieck ACB iſt 
nun der Winkel an der Bafis 2 (180 — 36) = 72. Halbirt man 
ihn durch AD, fo find BAD und ADC gleichſchenklig, und erſteres 
dem Dreieck ACB ähnlich, mithin BD; AB = AB: BC, oder da 
AB = AD = DC, > 


BD:DC=DC:BC. 

Setzt man nun BC = AC, als Maaß, =1 und DC =x, fo iſt 
4x . 

woraus e 

K ＋ X I, und x=2(—14y5) gefunden wird. 


Hieraus ergiebt fih, da AE s ift, 


Ueber das Poſitive und Negative in der Geometrie. 


i 59. Bisher find. die Vorzeichen (+ und —) bloß als 

Aggregationszeichen, nicht als den Groͤßen, vor welchen fie 
ſtehen, inhärirend betrachtet worden. Eine erweiterte Bedeu⸗ 
tung der trig. Functionen macht aber auch den letzten Ge⸗ 
brauch nothwendig. Wir muͤſſen daher jetzt ſehen, wiefern 
man eine Linie und einen Winkel negativ ſetzen koͤnne. 


27 

60. Wenn von einem Puncte einer graden Linie bes 
liebige, etwa wachſende Abſchnitte CA, CA,, CA, etc. ger 
nommen werden ſollen, fo muß die Entſtehung dieſer Ab⸗ 
ſchnitte als eine von C ausgehende und auf der gr. L. blei⸗ 
bende fortſchreitende Bewegung eines Punctes vorgeſtellt wer⸗ 
den; denn in der Geometrie iſt alles eigentlich nur in ſofern 
vorhanden, als es conſtruirt iſt. Wir betrachten hier C als 
den feſten Auss L VVV 
gangspunct der 
Conſtruction, A als die veraͤnderliche Grenze derſelben. — 
Soll von dem entſtandenen Abſchnitte wieder etwas abge⸗ 
nommen werden, fo muß dies durch die entgegengeſetzte Cons 
ſtruction, oder durch die ruͤckgehende Bewegung des Punctes 
geſchehen. Man ſei hiermit von A, bis A gelangt, fo iſt der 
Reſt CA, — AA, = CA. Setzt man die Conſtruction in der 
aufhebenden Richtung fort, ſo wird der Reſt immer kleiner, 
je näher der bewegliche Punct gegen C rückt, und in C ans 
gelangt wieder Null. Wird die Conſtruction in der aufhes 
benden Richtung über ihren Ausgangspunct fortgeſetzt, Ifo 
erſcheint der Reſt CA’ wiederum wachſend, aber in entgegen⸗ 
geſetzter Lage. , 

61. Durch die Identität dieſer Operation mit einer 
Subtraction, bei welcher man den Subtrahend nach und nach 
wachſen laͤßt, bis er dem Minuend gleich und groͤßer wird, 
iſt einleuchtend, daß CA und CA“ das Verhaͤltniß additiver 
und ſubtractiver, alſo entgegengeſetzter Groͤßen haben, daß 
mithin, wenn CA als poſitiv betrachtet wird, CA“ als nega⸗ 
tiv angeſehen werden muß. Allein das genuͤgt hier noch 
nicht. — Die reine Zahlenlehre (ich verſtehe hierunter den⸗ 
jenigen Theil der Arithmetik, welcher ſchlechterdings keine 
der Zahl urſpruͤnglich fremdartigen Beſtimmungen in ſich auf⸗ 
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nimmt) Y) fann die negative Zahl nicht realiſiren, ihr keinen 
ſelbſtaͤndigen Werth geben. Mehr als vorhanden ift, kann nicht 
weggenommen werden, 3 — 5 = 0 — 2 = — 2 ift alfo nur 
die Bezeichnung einer auf ihren einfachften Aus druck gebrachten 
unausfuͤhrbaren Subtractionsaufgabe. Die negative Größe 
laͤßt ſich aber realiſiren, erhaͤlt einen oſtenſiv angebbaren 
Werth, wenn ſie aus einer Conſtruction entſpringt, 
welche in der aufhebenden Richtung uͤber ihren 
Ausgangspunct in gleichem Sinne fortgeſetzt 
werden kann. Auch die Arithmetik kann die negative 
Zahl nur in ſofern realiſiren, ſofern die Zahl fic) auf eine 
ſolche Größe bezieht, welche eine Conſtruction, wie die oben 
bezeichnete, zulaͤßt. Von dieſen ¡ft die Conſtruction der gr. 
L. mittelſt der Bewegung eines Punctes die einfachſte und 
(larſte, und koͤnnte wohl als diejenige betrachtet werden muͤſ⸗ 
fen, welche die Arithmetik gedrungen hat, die negative Größe 
einzuführen. Die Geometrie entlehnt daher die negative Größe 
nicht aus der Arithmetik, ſondern umgekehrt. Die Arith⸗ 
metik giebt dazu nur ihr Zeichen fuͤr die aufhebende wan 
theſis her. i 

62. Wenn alfo sei veränderliche Abſchnitte von 
einem Puncte C einer gr. L. genommen werden follen, fo er= 
giebt ſich aus dem Gange der Conſtruction, daß, wenn die 
Abſchnitte auf der einen Seite des Punctes pofitiv geſetzt werz 
den, die auf der andern als negativ bezeichnet werden muͤſſen, 
wenn man nicht bloß die abſolute Groͤße, ſondern auch die 
Lage ausdruͤcken will. 


) Ausfuͤhrlicher habe ich mich hierüber erklärt in einer Abhandlung, 
welche dem Programm des Stettiner Gymnaſii vom Jahre 1827 
beigelegt ift: „über den Begriff und umfang der reinen Zah⸗ 
lenlehre.“ 
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63. Durch ähnliche Schluͤſſe, wie bei den Abſchnitten 
einer geraden Linie gemacht wurden, gelangt man zu aͤhnlichen 
Reſultaten in Anſehung der poſitiven oder negativen Beſchaf⸗ 
fenheit eines Winkels. Ein Winkel wird conſtruirt durch die 
Schwenkung eines Strahles in einer Ebene um einen feſten 
Punct. Jeder andere Punct des Strahles beſchreibt dabei 
einen Kreisbogen, und aus der Elementargeometrie iſt bekannt, 
daß derſelbe dem Winkel proportional und das Maaß der 
Schwenkung oder des Winkels iſt. Von Winkeln und Bo⸗ 
gen gilt daher immer daſſelbe. 

64. Eine Schwenkung, die von einer beliebig beſtimmten 
Lage eines Schenkels ausgegangen ift, kann durch die ent- 
gegengeſetzte wieder aufgehoben werden. Dieſe Schwenkung 
in der aufhebenden Richtung vermindert zunaͤchſt den entſtan⸗ 
denen Winkel, und kann uͤber ihren Ausgangspunct in glei⸗ 
chem Sinne fortgeſetzt werden. Wird dann die Schwenkung 
in dem erſtern Sinne als die poſitive betrachtet, ſo wird 
die im letztern als die negative angeſehen werden muͤſſen (61) 
> und diefe Bezeichnung muß auch das Product derſelben (den 
Winkel oder Bogen) treffen. Ein Winkel laͤßt ſich alſo in 
Beziehung auf einen Gang der Conſtruction, und in Bezie⸗ 
hung auf einen darin angenommenen poſitiven Sinn der 
Schwenkung eben ſowohl als negativ anſehen, als ein Ab⸗ 
ſchnitt einer gr. 2. Was dort der feſte Punct war, von 
welchem der Abſchnitt gerechnet werden ſollte, das iſt hier die 
anfaͤngliche Lage des (feſten) Schenkels; durch welchen der 
Ausgangspunct der Schwenkung nur fixirt iſt; was dort die 
Fortſchreitung des Punctes, das iſt hier die Schwenkung des 
beweglichen Schenkels, ſo, daß in der a kein weſentlicher 
unterſchied iſt. 
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65. Iſt nun ein ges 
wiſſer Winkel wie BCA 
vorliegend, ſo kann zuerſt 
gefragt werden, von wo iſt 
die Schwenkung ausgegan⸗ 
gen, oder welcher Schenkel 
iſt dabei als der feſte, wel⸗ 
cher als der bewegliche bes 
trachtet worden? — In⸗ 
dem wir hieruͤber willkuͤr⸗ 
lich disponiren, nehmen wir CA 1 als den feſten Schenkel an, 
und fragen weiter: durch welche Schwenkung iſt der beweg⸗ 
liche Schenkel aus der Lage CA in die Lage CB gekommen? 
durch die über E nach B oder von A aus über D nach B, 
und in welchem Sinne fol die Schwenkung als poſitiv be- 
trachtet werden? — Da über beides gleichfalls beliebig feft 
geſetzt werden kann, ſo wollen wir die Schwenkung links 
herum (man ſteht in C, das Geſicht gegen A) als die poſi⸗ 
tive betrachten, und den Winkel ſo entſtanden denken. 

66. Der bewegliche Schenkel kann, bei poſitiver Schwen⸗ 
kung, endlich auch noch uͤber ABDAB, oder durch eine mehr⸗ 
malige Umſchwenkung und die Schwenkung AB aus der Lage 
CA in die Lage CB gekommen fein. Die Annahme folder 
Winkel, welche groͤßer ſind als 4 Rechte, iſt nothwendig, um 
ein Aggregat beliebig vieler Winkel wieder als einen Winkel 
betrachten zu koͤnnen. Für die Conſtruction find jedoch ſolche 
Winkel, welche fih um eine, oder um mehrere Umſchwenkun⸗ 
gen unterſcheiden, voͤllig identiſch, und wir koͤnnen uns daher 
auf ſolche Winkel, welche kleiner als 4 Rechte find, beſchraͤn— 
ken, ohne dadurch an Allgemeinheit etwas zu verlieren. Auch 
kann man ftatt des negativen Winkels jedesmal denjenigen 
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pofitiven feßen, welchen man durch Addition von +4 Rech⸗ 
ten zu demſelben erhält, a 


Anwendung auf die Trigonometrie. 

67. Die Lage eines 
Punctes in einer Ebene 
laͤßt ſich ohne Voraus⸗ 
ſetzung gewiſſer bekann⸗ 
ter Oerter in derſelben 
gar nicht beſtimmen. Am 
einfachſten iſt es zwei 
auf einander ſenkrechte gr. 
b L. in der Ebene anzuneh⸗ 
men, von dem zu beſtimmenden Puncte (B) Perpendikel auf 
dieſelben zu faͤllen, und die Lage des Punctes durch die 
fo erhaltenen Abſchnitte (CA und CO) zu beſtimmen. Man 
nennt die Linien Coordinatenaxen, die Abſchnitte auf denſelben 
Coordinaten des Punctes, und unterſcheidet wohl zwiſchen 
denſelben dadurch, daß man die eine die Abſciſſenaxe, ihre 
Abſchnitte Abſeiſſen, die andere die Ordinatenaxe, ihre Abs 
ſchnitte Ordinaten nennt. 

63. Durch die Coordinaten eines Punctes (B) iſt zu⸗ 
gleich die Lage eines vom Durchſchnittspuncte der Coordina- 
tenaxen ausgehenden Strahles CB beſtimmt, und im redi 
winkligen Dreieck B40 iſt ein beliebiges Seitenverhaͤltniß, 
oder ein beliebiger Winkel hinreichend, es der Form nach zu 
beſtimmen (5. 7). Es bedarf alfo gar nicht einmal zweier 
beſtimmter Coordinaten, ſondern es iſt das Verhaͤltniß der⸗ 
ſelben unter ſich, oder der Einen gegen die Hypotenuſe ſchon 
hinreichend. Dieſe Verhaͤltniſſe ſind aber nichts anders als 
die trigonometriſchen Functionen des Winkels BCA. 


| 
| 
e id 


d A 
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69. Die Lage eines 
B Punctes iſt aber durch 
die abſolute Größe feiner 
Coordinaten nicht voͤllig 
beſtimmt, da er in jedem 
der 4 durch die Coordina⸗ 


j A 

el tenaren beftimmten Qua⸗ 
| dranten der Ebene liegen 
| fann, und eben fo vere 


haͤlt es ſich mit der Lage des Strahles CB. — In jedem 
dieſer Fälle hat man zwar ein dem ABC congruentes Dreieck, 
aber in verſchiedener Lage. Man koͤnnte daher das Dreieck 
ABC aufloöſen, und durch Angabe des Quadranten, in wel⸗ 
chem es liegt, und durch woͤrtliche Bezeichnung der Lage der 
Coordinaten die Lage des Punctes B und des Strahles CA 
beſtimmen, und ſo die einzelnen Faͤlle, welche es hier geben 
kann, durchgehen. ; 

70. Dieſe Discuſſionen werden aber uͤberfluͤſſig, und 
man umfaßt alle verſchiedenen Faͤlle auf einmal, wenn man 
ſowohl die Coordinaten als auch den Winkel nach $. 59. — 66. 
beſtimmt, und die Vorzeichen nicht bloß als Aggregations⸗ 
SE E o B. zeichen, ſondern 
auch als den Zah⸗ 
len und Linien in⸗ 
haͤrirend, ihre po⸗ 
ſitive oder nega⸗ 
tive Beſchaffenheit 
bezeichnend, be⸗ 
trachtet. Hierzu iſt 
nur noͤthig, daß 
B o” B, man die Lage der 
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als poſitiv zu betrachtenden Abſchnitte auf den Coordinaten⸗ 
axen beliebig beſtimmt, und diejenige Halbaxe bezeichnet, 
welche man bei der Winkelbeſtimmung als den feſten Schen⸗ 
kel betrachten will — endlich auch den poſitiven Sinn der 
Schwenkung angiebt. Die Uebereinſtimmung mit der bis⸗ 
herigen Entwickelung fordert nun ſchon die Eine poſitive 
Halbaxe (Abſciſſenaxe) als den feſten Schenkel, und den Sinn 
der Schwenkung gegen die zweite pofitive Halbaxe (Ordina⸗ 
tenare) als den poſitiven zu betrachten, damit für das Dreieck, 
welches den ſpitzen Winkel unmittelbar enthaͤlt, alles poſitiv 
bleibe, und die unbezeichneten Linien und Functionen als po⸗ 
fitive gelten koͤnnen. Auch der bewegliche Schenkel (CB) muß 
mithin als poſitiv betrachtet werden, und da es eben ſeine 
Beſtimmung iſt, ſeine Lage zu verändern, fo folgt nothwen⸗ 
dig, daß er in jeder möglichen Lage von C aus als poſitiv bes 
trachtet werden muͤſſe, und nur ſeine entgegengeſetzte Verlaͤn⸗ 
gerung durch den Scheitelpunct negativ ſei. 

71. Man nennt diejenige Behandlungsart geometriſcher 
Gegenſtaͤnde, nach welcher man ihr raͤumliches Verhaͤltniß 
durch Gleichungen ausdruͤckt, die analytiſche Geometrie 
Man muß dabei auf eine der oben bezeichneten analoge Weiſe 
von gewiſſen bekannten Oertern als Coordinatenaxen aus⸗ 
gehen, aber dieſe koͤnnen moͤglicherweiſe gerade und krumme 
Linien, fie fónnen ſenkrecht, oder unter beliebigem Winkel 
gegen einander geneigt ſein, der Anfangspunct der Abſciſſen 
kann in einem beliebigen Puncte der einen Axe angenommen 
werden, die zu beſtimmende Linie oder Flaͤche kann die Coor⸗ 
dinatenaxen in beliebigen Puncten durchſchneiden u. fe w. Man 
ſieht hieraus, daß die Trigonometrie nur ein einzelner, eins 
facher, aber ausfuͤhrlich bearbeiteter Fall der analytiſchen 
Geometrie iſt, ſofern dabei vorausgeſetzt wird, daß die Coor⸗ 

Graßmann Trigonometrie. C 
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dinatenaxen geradlinig und auf einander ſenkrecht find, ihr 
Scheitelpunct zugleich Anfangspunct der Abſciſſen ift, und die 
zu beſtimmende gr. L. oder Ebene jedesmal durch dieſen 
Scheitelpunct gelegt iſt. Jede trigonometriſche Function kann 
dann als eine (jedoch nicht völlig beſtimmende) Gleichung 
einer gr. L. angeſehen werden, welche die Axe der Abfeiffen 
unter einem gewiſſen Winkel durchſchneidet. Nach der gez 
woͤhnlichen Methode die Abſeiſſen und Ordinaten als Functio⸗ 
nalgroͤßen in die Gleichung einzuführen, gilt dies insbeſondere 
von dem Tangentenverhaͤltniß. 

f 72. Setzt man ſtatt des uͤberrechten Winkels 
den ſpitzen Winkel, welchen der zweite Schenkel 
mit der Linie des erſten macht, und zieht die Or 
dinate BA, fo gelten die Definitionen der trigos 
nometriſchen Functionen aus dem rechtwinkligen 
Dreieck (. 13 — 21) für alle Quadranten. So fern 
jedoch eine Function auf den uͤberrechten Winkel 
ſelbſt bezogen werden foll, muß man den Coor⸗ 
dinaten die ihnen gebuͤhrenden Zeichen geben, 
und die Zeichen der trig. Funct. darnach beſtim⸗ 
men, wie von ſelbſt klar iſt, da der Ausgangspunct der 
Schwenkung hierdurch beſtimmt wird, und nicht ie belie⸗ 
big angenommen werden kann. 

B 73, Da nun 


sin C 
a 
und 
cosecC = 2 
0 
(J. 13, 14) der bez 
wegliche Schenkel 
CB a aber in je- 
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der feiner Lagen pofitiv ift, fo folgt, daß der Sinus und 
die Coſecante mit der Ordinate AB=0 zugleich negativ 
werde. Eben fo folgt, da eos C = und 60 O = , 
(5.16, 17), daß der Coſinus und die Secante mit der Abs 
ſciſſe CA = b zugleich negativ werde. Endlich, da tang G0 = 
E, und sti (5.19, 20), daß das Seichen der Cos 
tangente und Tangente davon abhaͤnge, ob beide Coordinaten 
gleiche oder ungleiche Zeichen haben. 

74. Hiernach laſſen ſich nun die Zeichen der trig. 
Funct. für Winkel aller Quadranten beſtimmen. Zugleich ift 
klar, daß durch die Größe des Winkels ACB die Größe und i 
die Vorzeichen feiner fámmtlihen trig. Functionen ganz una 
zweideutig beſtimmt find, daß aber umgekehrt durch Eine trig. 
Funct., wenn ſie auch ihr Vorzeichen hat, der Winkel noch nicht 
unbedingt gegeben fei, fondern immer noch eine Zweideutig⸗ 
keit bleibt. Um den Winkel vollſtaͤndig zu beſtimmen, muͤßte 
man die Vorzeichen ſeiner beiden Coordinaten kennen. Aber 
das Tangentenverhaͤltniß geſtattet eine Verwechſelung der Vor⸗ 
zeichen, die uͤbrigen Functionen enthalten die eine der beiden 
Coordinaten gar nicht. | 

75. Auch ergiebt ſich, daß ſchon bei den fpisen Wins 
keln alle möglichen abſoluten Werthe der trig. Funct, vor 
kommen muͤſſen. Ueberhaupt ſind die Winkel, denen gleiche 
abſolute Werthe der trig. Funct. angehoͤren, wenn man den 
ſpitzen Winkel ACB oder den ihm zugehörigen Bogen mit x 
bezeichnet, folgende: 


in Graden in Bogen 
X 4 i X 
180 ORE Ki TX 


dE NO A ax 


%%% ᷑ os a 
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wenn z den up den Radius Affen halben umfang des 
Kreiſes bezeichnet. 
Dies ſind aber diejenigen Winkel, bei welchen der beweg⸗ 
E Schenkel mit der Linie des feſten gleiche ſpitze Winkel macht. 
B 0 cb 76. Nimmt 
der Winkel BCA 
ab, ſo nimmt auch 
BA ab; wird BCA 
=0, fo wird auch 
BA oder CO=0, 
während CA = CB 
wird. Hieraus 
folgt, daß der Si⸗ 
R OD B, nus und die Tanz. 
gente eines Winkels von 0° ſelbſt = o, der Coſinus und die 


Secante = 1, die Cotangente (>) und die Coſecante = 


unendlich groß werden. — Naͤhert fih der Winkel einem 
Rechten, fo nimmt CA oder OB über alle Grenzen ab, und 
wird =0, fobald der Winkel ein Rechter geworden iſt. 
Der Coſinus und die Cotangente eines rechten Winkels ſind 
alſo =0; der Sinus und die Coſecante find = 1, die Tan- 


gente (Gë und die Secante (400 ſind unendlich groß. — 
Es hat gar keine Schwierigkeiten, die Beſchaffenheit der trig. 
Funct. zu beſtimmen, wenn der Winkel ſo groß wie 2 Rechte, 
oder ſo groß wie 3 Rechte geworden iſt. 

77. Hiernach laͤßt ſich nun die folgende Tafel fuͤr den 
Gang, welchen die trig. Funct. nehmen, aufſtellen, wenn der 
Winkel von O bis 360° waͤchſt. Durch die Buchſtaben M 
und m iſt hier das abſolute Maximum und Minimum be⸗ 
zeichnet. Das Zeichen co bedeutet unendlich groß. $ 


— AA 
— ͤ —— 


Tafel über die Lage der trigonometriſchen Linien. 
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7 0° 0 bis 90° | 90° 90 bis 180°| 180° |180 bis 270°| 270° |270 bis 360° 
Sinus Om PA waͤchſt EM + nimmt ab] Om |— wädft !—1M!— nimmt ab 
Cosinus SE M Pn nimmt oh) Om | waͤchſt — 1M — nimmt ab Om |+ nn 


— — 


CS Lë Tangente Om om + wählt co M |— nimmt ab; Om (+ wádit M nimmt ab 
Cotangente | oM E nimmt ab Om — wábft oM nimmt ab Om |— waͤchſt 
MI nimmt ab 
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` Gür einen beliebigen negativen Winkel erhält man die 


Functionen mit ihren Vorzeichen, wenn man zu demſelben : 
360° addirt, und ihn fo als pofitiv betrachtet (66). 


78. Aus der Art, wie die trig. Funct. ſich gegenſeitig 

beſtimmen, hat man ganz allgemein: 
1. sin (90 EX) = cosx; 2. cos (90 EN) = sinx, 
B“ der Winkel x fei 


von welcher Be⸗ 

ſchaffenheit er wol- 

le. Dies ergiebt 

A A ſich unmittelbar 
aus der Figur, 

ES? wenn man den fe= 
ften Schenkel auf 

der Ordinatenaxe 

: K B, nimmt, folgt aber 
auch aus dem bloßen Anblicke der Tafel, wo der Sinus des 
folgenden Quadranten dem Coſinus des vorhergehenden, der 


Coſinus des folgenden Quadranten dagegen dem entgegenge⸗ 
ſetzt genommenen Sinus des vorhergehenden gleich iſt. 


Der Beweis der beiden Gleichungen kann als genuͤgend gelten, 
laßt fih aber auch leicht durch eine volftändige Induction führen, 
Folgendes moͤge zur Erlaͤuterung des Qbigen dienen. Wenn man 
den Sinus (oder Coſinus) eines beliebigen uͤberrechten Winkels 
(90° +x) durch den Coſinus (oder Sinus) des Ueberſchuſſes x aus⸗ 
druͤcken will, ſo muß der Winkel x von der Ordinatenaxe CE aus 
gerechnet werden, und die beiden Axen vertauſchen ihre Bedeutung. 
Aber der Coſinus des Winkels x wird auf der Linie des feſten 
Schenkels genommen, welche ihre poſitive Lage noch hat, iſt mit⸗ 
hin dem Sinus des uͤberrechten auch dem Zeichen nach gleich. Hinz : 
gegen für den Sinus von x hat die nunmehrige Ordinatenaxe ihr 
Zeichen vertauſcht, mithin wird cos (90 ＋ x) = —sin x. 


79. Aus bieten beiden Gleichungen läßt fih nun die 
allgemeine Gültigkeit der Formeln 14 bis 14 herleiten. Gel- 
ten dieſe letztern nämlich für 2 Winkel x und y, fo gelten 
fie auch für (90) und y, denn nach den beiden vorſte⸗ 
henden Formeln ift:- 


sin (90 CX CY) = cos (x-y)= cos x. cos y slu x. sio y 
cos (90°-+x-+y)= sin ( )) =— sin x. cos y— cos x. sin y. 
Es iſt aber 
cosx = sin (90% -) 
und Op 1 
—sinx.= cos(90° Lei, 
Dieſes in die obigen Formeln ſubſtituirt, giebt: 


sin [(90° 4x) + y] = sin (90° Lienen T cos (904. x) sia y 

cos [(90° +x) y] = cos(909 -H x) eos y = sin (90 sin y. 
Dieſes find aber wieder die naͤmlichen Formeln, wie 11 und 
43, wenn man 90 -+x ftattx ſchreibt. Setzt man y negas 
tio, fo hat man daraus auch die Formeln 12 und 14. 


80. Da nun die Guͤltigkeit der Formeln 11 bis t4 
bleibt, wenn man einen der beiden Winkel vergrößert d. De 
ihn in einen andern Quadranten verſetzt, ſo gelten dieſe For⸗ 
meln ganz allgemein, die Winkel moͤgen ſo groß ſein wie 
man will. Aus dieſen 4 Formeln find aber alle übrigen Her- 
geleitet. Sind fie von allgemeiner Guͤltigkeit, fo find es auch 
die abgeleiteten. Ungeachtet unſere Formeln urſpruͤnglich nur 
für ſpitze Winkel entwickelt wurden, ſo haben ſie doch penig 
allgemeine Geltung. 


H 
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Die trigonometriſchen Linien für ein und daſſelbe 
poſiti itive Maaß. 


81. Die teigonometrifchen Verhaͤltnißfactoren (Funes 
tionen) find von uns als Quotienten zweier Seiten des recht— 
winkligen Dreiecks dargeſtellt worden. Hierbei war das Maaß 
veränderlich, und konnte jede Seite des rechtwinkligen Dreiecks 
fein. Man fann fih nun die Aufgabe geben, die Conſtruc⸗ 
tion fo anzuordnen, daß die gemeſſenen Linien fich unter ein- 
ander ſo verhalten, wie die trigonometriſchen Functionen, 
welche ſie darſtellen, und mit dieſen DE Ser? pos 
ſitiv und negativ werden. 

82. Die erſte dieſer Bedingungen fordert, daß alle Li⸗ 
nien mit einem und demſelben Maaß gemeſſen werden, und 
es folgt daraus von ſelbſt, daß man fie als Linien in oder 
an einem Kreiſe darſtellen muß, deſſen Halbmeſſer fuͤr eine 
jede das gemeinſame Maaß iſt. Die zweite Bedingung vers 
langt, daß das Maaß ſtets die als poſitiv angenommene 
Lage behalte. 

83. Die Anordnung muß mithin ſo getroffen werden, 
daß nach und nach jede Seite des Dreiecks Halbmeſſer des 
Kreiſes wird, und der Winkel, auf welchen ſich die Function 
bezieht, am Mittelpuncte deſſelben liegt, damit ſie zugleich 
auf den Kreisbogen bezogen werden koͤnne, welcher den Wins 
kel mißt. 


84. Bei dem Sinus und Coſinus iſt nun die Hypote⸗ 
nuſe das Maaß, wird daher Halbmeſſer, und da dieſe, als der 
bewegliche Schenkel, in jeder Lage als poſitiv zu betrachten 
iſt (J. 70.), fo wird die Linie von ſelbſt mit der Function 
zugleich pofítiv oder negativ für alle Quadranten. 


85. Um die Tan⸗ 
gente zu erhalten, fuͤr 
welche die dem Win⸗ 
kel anliegende Cathete 
das Maaß iſt, muß 
ein zweites dem er⸗ 
ſten ABC ähnliches 
Dreieck CDT gezeich⸗ 
net werden, damit die 
dem Winkel anlie⸗ 
gende Kathete Halb⸗ 
meſſer werde. Es 
muß aber die Tan⸗ 
gente ſtets durch D, 
den Endpunct des feſten und als poſitiv geſetzten Schenkels 
gelegt werden, damit die Tangente DT oder DI” mit der 
Function zugleich poſitiv oder negativ werde. Dies ſetzt naͤm⸗ 
lich voraus, daß das Maaß ſtets poſitiv bleibe, mithin CD, 
nicht CD’ fei. Hierdurch erhält man für den zweiten und 
vierten Quadranten die Tangente DT’ negativ. 

86. Die Secante hat daſſelbe poſitive Maaß, wie die 
Tangente. Da die Hypotenuſe als der bewegliche Schen⸗ 
kel des veraͤnderlichen Winkels in jeder moͤglichen Lage poſi⸗ 
tiv iſt, ſo kann die Secante nur dadurch negativ werden, daß 
ſie nicht die Hypotenuſe ſelbſt, ſondern die ruͤckwaͤrts durch 
den Scheitelpunct gehende Verlaͤngerung des ſtets poſitiven 
Winkelſchenkels ift, alfo im 2ten und Sten Quadranten, wie 
auch ſchon daraus erhellt, daß ſie der reciproke Werth des 
Coſinus iſt. i 

87. Die ſcheinbare Abweichung in der Lage der Tan⸗ 
gente und Sekante ruͤhrt von der Forderung her, daß die Li⸗ 


haben follen. In jes 


die Function, als der 


negativ iſt, muß ihr 


gegeben werden, als 
ſie in den rechtwink⸗ 
ligen Dreiecken des 
2ten und Sten Qua⸗ 


dranten erhalten haben wuͤrde. 


88. In Einem Falle iſt es nun unmoͤglich, die beiden Forde⸗ 
rungen F. 83 zugleich zu erfüllen, den Winkel an den Mittel- 
punct zu bringen, und das Maaß als Halbmeſſer zu gebrau⸗ 
chen, weil hier keine der anliegenden, ſondern die dem Winkel 
gegenuͤberliegende Seite das Maaß iſt. Man kehrt deshalb das 
rechtwinklige Dreieck um und legt es mit ſeinem andern ſpitzen 
Winkel an den Mittelpunct, fo daß beide Dreiecke das Recht⸗ 
eck ABCO bilden. Verlaͤngert man nun die Kathete CO bis 
an den Kreis in P; und zieht FG ſenkrecht auf CF, fo ift 
FG die Cotangente, CG die Coſecante, aber nicht des Win⸗ 
feld ECG, ſondern des Winkels FGC = ACB. 

89. Damit die Linie FG, als die Cotangente, mit der 
Function zugleich negativ werde, muß ſie ſtets durch den 
Endpunct desjenigen Halbmeſſers gelegt werden, welcher auf 
der poſitiven Halbaxe der Ordinaten liegt, alſo durch F, nicht 
durch E” gehen. Sie iſt aber pofítiv oder negativ, jenachdem 


nien mit den Func⸗ 
tionen gleiche Zeichen. 


dem Falle, wo nun- 
Verhaͤlnißfactor, da⸗ 
durch ihr Zeichen ver⸗ 
aͤndert, daß das Maaß 


hier eine andere Lage 
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von F aus ihre Lage der poſitiven oder negativen Halbaxe 
der Abfeiffen entſpricht. — Tft der Winkel größer als 180°, 
fo wird fie durch den ruͤckwaͤrts durch den Scheitelpunkt ver⸗ 
laͤngerten zweiten Schenkel begrenzt. Die Cotangente erſcheint 
dadurch im 2ten und Aten, die Coſecante im 3ten und Aten 
Quadranten negativ, und iſt ſo, indem beide auf das poſi⸗ 
tive Maaß CE bezogen find, in Uebereinſtimmung mit 
der Function. 

90. Das ſchon §. 23 entwickelte Verhaͤltniß der coors 
dinirten Functionen erſcheint hier in noch hellerem Lichte, und 
es faͤllt unmittelbar in die Augen, daß die indirecten Func⸗ 
tionen (der Coſinus, die Cotangente und die Coſecante) eines 
Winkels x, die directen Functionen des Ergaͤnzungswinkels 
90° — x find, als welche fie hier unmittelbar erſcheinen. 

91. Auch der Sinus verſus AD, und Coſinus verſus 
OF, welche wir im rechtwinkligen Dreiecke nicht unmittelbar 
vorfanden, find hier, durch daſſelbe Maaß, wie die uͤbrigen 
trigonometriſchen Functionen, gemeſſen, als lineare Groͤßen 
vorhanden, und auch hier ift der Coſinus verfus des Hauptwinkels 
gleich dem Sinus verſus des Ergaͤnzungswinkels oder Bogens. 

92. Hierdurch iſt nun die Abſicht voͤllig erreicht, die 
ſaͤmmtlichen trigonometriſchen Functionen eines und deſſelben 
Winkels als lineare Groͤßen zu verzeichnen, und der Lage 
nach mit ihnen in Uebereinſtimmung zu bringen. Es verhaͤlt 
ſich alfo, wenn man den Winkel ACB, x nennt: 

AB: AC: DT : FG: CT: CG: AD : OF wie 

sin x: cos X: lang x : eotg x: sec X: Cossec X:Sinv X2C0Sy X 
unter Anwendung der Accente durch alle Quadranten. — 
Von dieſer Lage im und am Kreiſe iſt ihre Benennung her⸗ 
genommen; dieſe darf aber nicht verleiten, ſie fuͤr etwas an⸗ 
ders als reine Zahlenfactoren zu halten. 
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93. ueber die Beſchaffenheit der trig. Funct., fofern 
ſie ſich auf Winkel jeder Art beziehen, verdienen folgende 
Saͤtze gemerkt zu werden, welche nun ſchon Erwieſenes 
ausſprechen. 

1) Nebenwinkel haben gleiche Sinus. 

2) Das Vorzeichen des Winkels aͤndert das Zeichen des 
Sinus, aber nicht des Coſinus. } 

3) Bei Winkeln, welche fih um gleich viel von einer 
geraden Anzahl von Rechten (0 R, 2 R, 4 B, etc.) unters 
ſcheiden, ſind die gleichnamigen trigonometriſchen Func⸗ 
tionen, abſolut genommen, einander gleich ($. 75). 

4) Winkel, welche um 4 R, 8 R, ete. unterſchieden find, 
haben auch dem Vorzeichen nach gleiche trig. Funct. 

5. Will man unter den trig. Functionen wirkliche Linien 
verſtehen, ſo folgt aus 27, daß man durch Hinzufuͤgung 
des Halbmeſſers als Factor allen Gliedern gleichviel Di⸗ 
menſionen geben muß, z. B. in F. (1) siu x ＋ cosx? =r", 
wenn r den Halbmeſſer bezeichnet. 


Aufloͤſung ebener Dreiecke. 

94. Wir haben oben (39 — 58) Gleichungen zwiſchen den 
Functionen der Winkel dreier gerader Linien aufgeſtellt, welche 
ſich in einem Puncte durchſchneiden. — Durchſchneiden ſich 
3 ungleichlaufende gerade Linien nicht in einem Puncte, ſo 
bilden ſie ein Dreieck, und es treten außer den Winkeln noch 
die Seiten hinzu, welche durch die gegenſeitige Begrenzung 
der Linien entſtehen. Hierdurch erhaͤlt man nun eine andere 
Reihe von Gleichungen, deren Zweck die ulli der Dreiecke 
unmittelbar iſt. 

95. Die Aufldfung der rechtwinkligen Dreiecke iſt durch 
die Definition der trig. Funct, ſelbſt gegeben. Jedes ſchief⸗ 
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winklige Dreieck laͤßt fih nun auf 2 rechtwinklige zuruͤckfuͤh⸗ 
ren, und haͤufig dadurch bequem aufloͤſen, doch wird die ſo erhal⸗ 
tene Aufloͤſung auch in vielen Faͤllen weitlaͤuftig und unbequem. 
96. Im Allgemeinen ift klar, daß, wenn ein Dreieck 
fúr die Con ſtruction beſtimmt ift, es auch für die Rechnung 
beſtimmt ſein muß, nur daß im letztern Falle die Data in 
Zahlen — die Seiten nach irgend einem Laͤngenmaaß, die 
Winkel in Graden und Minuten vorliegen muͤſſen. Die Con⸗ 
ſtruction findet nun jedesmal das ganze Dreieck, d. h. alle 
fehlenden Stuͤcke zugleich. — Die Trigonometrie aber findet 
eins nach dem andern, und jedes einzeln. Wenn die Data. 
dieſelben bleiben, fo muß man doch mehrere Gleichungen o: 
wenden, je nachdem man eins oder das andere der noch uͤbri⸗ 
gen Stüde ſucht. 
97. Da zur Beſtimmung des Dreiecks wenigſtens 3 
Stuͤcke erforderlich ſind, und von den fehlenden jedesmal Eins 
geſucht wird, fo muͤſſen in einer trigonometriſchen Gleichung 
zur Aufloͤſung eines ſchiefwinkligen Dreiecks 4 Stuͤcke ent⸗ 
halten ſein, welche wir die in Frage geſtellten Stuͤcke nennen 
wollen. Von den 4 in Frage geſtellten Stuͤcken kann dann, 
wie in jeder andern Gleichung, das eine oder das andere als 
das geſuchte angeſehn, als ſolches auf die eine Seite der Glei⸗ 
chung allein geſchafft, und durch die uͤbrigen bekannten aus⸗ 
gedruͤckt werden. Nur wenn die zu ſuchende Groͤße in der 
Gleichung unter verſchiedenen Functionalformen vorkommt, wird 
das Verfahren weitlaͤuftiger. Beſchraͤnken wir uns nun auf 
die Seiten und Winkel, ſo werden von den 6 Stuͤcken, 
welche im Dreieck vorkommen, jedesmal 2 Stuͤcke in der 
Gleichung fehlen, welche die 4 uͤbrigen enthaͤlt. Es wird 
daher ſo viele verſchiedene Gleichungen geben, als es Paare 
fehlender Stuͤcke giebt. 
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98. In einer ſolchen Gleichung zwiſchen 4 in Frage 
geſtellten Stuͤcken koͤnnen nun fehlen: : 
Eine Seite und Ein Winkel. — Hierbei macht es nun 
einen Unterſchied, ob die fehlende Seite und der fehlende 
Winkel einander anliegen, oder ob ſie gegenuͤber ſtehen. 
Oder es koͤnnen in der Gleichung fehlen 2 Seiten. Da 
in dieſem Falle die in der Gleichung vorkommende Seite 
nothwendig gegeben ſein muß, der geſuchte Winkel aber 
durch Subtraction der beiden andern gegebenen von 180° 
herbeigeſchafft werden kann, ſo bedarf dieſer Fall keiner 
Beruͤckſichtigung in der Trigonometrie. 
Endlich koͤnnen unter den in Frage geſtellten Stuͤcken 2 
Winkel fehlen, auf deren Lage es in der Gleichung, 
welche alle 3 Seiten enthaͤlt, nicht weiter ankommen kann. 


99. Es ſind alſo nur drei eigentlich verſchiedene Faͤlle, 
welche bei der trig. Aufl. der Dreiecke vorkommen koͤnnen, 
wenn bloß Seiten und Winkel in Frage geſtellt ſind. Die 
Gleichungen koͤnnen aber unter verſchiedene Formen geſtellt 
werden, theils um ſie fuͤr die logarithmiſche Bearbeitung be⸗ 
quemer zu machen, theils um jedes der in Frage geſtellten 
Stuͤcke durch die uͤbrigen entwickelt auszudruͤcken. Auch der 
Flaͤcheninhalt des Dreiecks, die Hoͤhen, Halbmeſſer des einge⸗ 
ſchriebenen und umſchriebenen Kreiſes, Summen und Unter⸗ 
ſchiede der Seiten u. ſ. w. fónnen mit in Frage geſtellt werz 
den. Es enthalten indeß die obigen 3 Falle alle Elemente, 
um mit Hülfe der Lehre von den Gleichungen auch die uͤbri⸗ 
gen zu beurtheilen. ; 

Aufg. Es ſollen die drei möglichen Fälle durch die in Frage 
geſtellten Stuͤcke ſelbſt (nicht durch die fehlenden), allgemein und in 
Worten ausgedruͤckt, und die unter einem jeden begriffenen Falle 
aus dem Dreieck DCD (Fig. zu 101.) einzeln angegeben werden. 
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100. Bei der Aufftellung dieſer Gleichungen kann man 
nun entweder von der geometriſchen Betrachtung des Dreiecks 
ausgehen. Dies giebt, da die Trigonometrie ihrer Natur 
nach analytiſch ift (5. 11), eine Art von gemiſchter Methode, 
die aber fuͤr den Anfaͤnger leichter und bildender iſt. — Oder 
man kann einen der ſich zuerſt darbietenden Faͤlle zu Grunde 
legen, und daraus die Gleichungen fuͤr die uͤbrigen Faͤlle ab⸗ 
leiten, wodurch die Methode rein analytiſch wird. Wir wol⸗ 
len uns zunaͤchſt der erſten Methode bedienen. 


Es find zwei Seiten, und die gegenüberliegenden 
Winkel in Frage geſtellt. 

101. Im Dreieck BOD, 
deſſen Seiten nach den gegen⸗ 
uͤberliegenden Winkeln mit b, 
e, d bezeichnet werden mögen, 
moͤgen e, d, C, D die in Frage 
; geſtellten Stuͤcke fein. Man 
Cc SE D fälle das Perpendifel BA aus 
B auf CD. Im rechtwinkligen Dreieck ABC hat man dann: 
AB = d. sin C. Im rechtwinkligen Dreieck ABD in 
AB = c. sin D. — Hieraus folgt: 

c.sinD = d. ein 0 oder O 0:d = sin C: sin D. 
Hätte man das Perpendikel aus D auf BC gefaͤllt, fo Hätte 
man eben ſo erhalten: 

b:e = sin B: sin C. 

In einem Dreieck verhalten ſich die Seiten 
wie die Sinus der gegenuͤberliegen den Winkel. 

Sollte einer von den Winkeln ſtumpf fein, wie BCD in der Fig. 


zu S. 105, fo bleibt die Proportion doch ganz ungeaͤndert, da Ne 
benwinkel gleiche Sinus haben. 
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20% N man die obige Te mit sin C. sin D, 


: d 
fo erbált man rc = Dr und auch = oder geordnet: 
b 0 das. 
(74) sinB "` snC — sinD’ 


Man koͤnnte den vorſtehenden Lehrſatz daher auch fo aus— 
drucken: Der Quotient einer Seite durch den Giz 
nus des gegenuͤberliegenden Winkels iſt für ein 
und daſſelbe Dreieck eine beſtaͤndige Groͤße. 
103. Aus der obigen Proportion (O) folgt: 
sin C sin C 
(75) e = d. 55 = An (BC) 
weil D und B ＋ C fih zu 180° ergaͤnzen, und Nebenwinfel 
gleiche Sinus haben. Die Gleichung in dieſer Form lehrt 
aus einer Seite und den Winkeln die uͤbrigen Seiten zu 
finden. 
104. Aus der Proportion 7 folgt ferner 


(76) sinC = —.sinD. 


Die Gleichung in diefer Form, Ca aus 2 Seiten eines 
Dreiecks, und dem Winkel, welcher der einen gegenuͤber liegt, 
den der andern gegenuͤberliegenden Winkel zu finden. N 
105. Da der gefuchte Win 
kel hier durch feinen Sinus ges 
funden wird, ſo bleibt zwiſchen 
2 Nebenwinkeln, denen der Si⸗ 
nus mit gleichem Rechte ange⸗ 
` hoͤrt, die Wahl, und das Dreieck 
€ A TD fann eben faypob! BCD als BCD 
fein. St jedoch d>e, fo muß auch Date mithin © ſpitz 
fein. — Das Dreieck wird unmóglid), wenn sh, 


S Seeg 


49 
weil dann sin Cl wird; es wird rechtwinkelig, wenn 
sin © = L mithin = = sin D wird. | 


106. Aufg 1. Nach F. 2 und 3, jede Seite, und jeden Win⸗ 
kel des Dreiecks BCD auf doppelte Weiſe auszudrucken. (12 Gleis 
chungen ergeben ſich auch leicht aus den 3 Proportionen bicid= 
sinB:sinC:sinD, wenn man jedes Glied durch die übrigen auss 
druͤckt). : z 

Aufg. 2. Um aus CD =b aus C und D die Seiten e, d 


= á ar si Ga 4 b. sin D 
zu finden, erhaͤlt man in C55 (CF D)* 
Es fei RN 

= 5,4768; logb = 0,7385269 
c = 2117/21“ log sin (C 4+ D) ='9,7902299 subtr, 
D = 160 48! 94 
0 ‚9482870 
„C+D = 38° 5/30” log sin C = -9,5599964 
: log sin D = 9,4610083 
c = 3,223245 log c = 0,5082934 
d = 2,566288 logd = 0,4093053 


Es find 2 Seiten, der zwiſchenliegende und ein 
anliegender Winkel in Frage geſtellt. 
107. Im Oreieck BCD feien b, d, C, D in Frage ap 
ſtellt. Man fälle das Perpendikel AB, fo ift: 4 A 


i AB = d. sin C; M = d. cos C 
mithin 5 ES í 


AD = b— AC = be- d.cosC, ` 
| 
Hieraus ift: 
AB d. sin C 


We ED Be 77). 


108. In der Form, in welcher die Gleichung her ſteht, 
lehrt ſie aus 2 Seiten und dem eingeſchloſſenen Winkel 


(b, d, C) den Winkel, welcher einer der beiden Seiten (hier d) 
Graßmann Trigonometrie. D 
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gegenüber liegt, zu finden. Fuͤr dieſen Fall ift fie auch allein 
brauchbar; denn ſollte der Zwiſchenwinkel oder eine der Sei⸗ 
ten geſucht werden, ſo wuͤrde man ſich immer bequemer einer 
der beiden vorhergehenden Formeln bedienen (F. 74, 75), da 
durch 2 Winkel im Dreieck der dritte gegeben iſt. 

109. Iſt der Winkel C ftumpf (BC'D Fig. 105), fo ift 
AD Sb AC; da indeß der Coſinus des ſtumpfen Winkels 
negativ ift, fo kehrt fih ſchon dadurch das Minuszeichen im 
Nenner um, und die Formel bleibt ungeaͤndert. — Iſt 
d. eos C b, ſo wird der Nenner, mithin der ganze Bruch, 
d. h. tang D, negativ. Der Winkel D iſt dann alfo ein ſtum⸗ 
pfer. — Es oerſteht fih, daß das Zeichen der geſuchten 
Größe durch die Gleichung ſelbſt erſt beſtimmt wird. Iſt 
x= —b, fo iſt x negativ, und die Gleichung enthält keinen 
Widerſpruch! 

Aufg. Die Variationen der Formel 77 für ABCD darzuſtellen. 
b.sinC oi b.sinD 
d- b. cos ~ sb cos D 
110. Schlägt. man aus C mit dem Halbmeſſer BC 
einen Halbkreis, und verlängert CD bis an denſelben in E 
und F, verbindet BF und BE, und zieht EG parallel BF, 

ſo iſt: ; ; 
DF =b d; DE=b—d; BEC=t=3(B4-D); 
EBD = u = 4 (B — D). 
In den ähnlichen Dreiecken FBD und EGD verhält Go 
DF;DE = BF :GE, 
d. h. da die Dreiecke FBE und BEG bei B und E recht⸗ 
winklig ſind, 
b-+d:b—d = BE . tangt: BE. lib 


tang B Ss gie 


oder 
(78) b dzb d tank J (B-D): tang 2 (B — D) 
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F € ger? D 


Die Summe zweier Seiten eines Oreiecks 
verhaͤlt fih zu ihrem Unterſchiede, wie die Tanz 
gente der halben Summe der gegenuͤberliegenden 
Winkel zur Tangente ihrer halben Differenz. 


111. Die Proportion lehrt aus 2 Seiten und dem 


eingeſchloſſenen Winkel die beiden uͤbrigen Winkel des Dreiecks 


zu finden, auf einem fuͤr die logarithmiſche Berechnung beque⸗ 
meren Wege, als F. 76. Es iſt naͤmlich durch den einge⸗ 
ſchloſſenen Winkel (C) die Summe der beiden uͤbrigen, mithin 
auch ihre Haͤlfte gegeben, man kennt daher 3 Glieder der 
Proportion, und kann das 4te finden. Aus der halben 
Summe und dem halben Unterſchiede finden ſich aber die 
beiden einzelnen Winkel nach einer bekannten arithmetiſchen 
Regel. 


112. Da 3 C0 LAC = 90°, ſo iſt tang3(B-4D) 

= coig 3 C, welches man in der Proportion (78) ſubſtitui⸗ 
ren kann. k D 

Aufg. 1. Die Variationen der Formel 78 aus dem Oreieck 


ECD fo darzuſtellen, daß die Tangente des halben Unterſchiedes der 
nicht gegebenen Winkel jedesmal entwickelt iſt, z. B. 


tangi (B= 0) = a T: Stang} (B+C) = B. ois D eic, 


Aufg. 2. Zu einem Oreieck BCD ſind gegeben: 
gek 8 
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7 D 680 7 Sa Hieraus ift: 2D =340 3: 49" 


b = 56843,09 2 YC) = 55° 567 12° 

c 249657, 25 log tang» (B) = 10, 1699776 
b—c= 7185,84; ` log (b -c) = 3, 8564775 
š 14, 0264551 

h+ c = 106500,34; log (b+c) = 5,0273510 


logtang!(B—0) = 8,9991041 
3(B+C) = 5556/2 
24-0), = 1 150411564 À 
B = 61%38' 8 
SÉ — 50° 14716“ 
Probe D = 68° 7/36“ 


180% 01 0“ 


Es find die drei Seiten und ein Winkel in Frage geſtellt. 


B f 113. Im Dreieck DCD feien 
l : b, c, d, und D in Frage geſtellt. 
Man faͤlle das Perpendikel BA, 
ſo hat man 

d? es AB? AC 


E oder 
e A d a c ein Da J. (b o. cos D)? 
= c? sin D- b. 2b c. cos DC cos D. 
Da nun sin D T cos D? =1 (Form. 1), fo hat man 
i (79) da = db? 40? 2b. cos D. 
114. Man koͤnnte diefe Formel den erweiterten Pytha⸗ 
goräifchen Lehrſatz henne. St D=90°, fo wird cos D =0, 
und 


de: == beer 
diefer Lehrſatz felbft. — Iſt D ſtumpf, fo wird cosD nega⸗ 
tiv, mithin das letzte Glied poſitiv. Man darf indeß nicht 
ſagen, es He nun d? = be es- Abe, eos D, ohne ausdruͤck⸗ 


A ` 

Kä zu bemerken, Ap nun ei abſolut, d. h. FOREN: o 
nehmen fei. ; 

115. Aus Formel 79 folgt: 
ba Tea d? 
i GE REN (80) . 
Sie lehrt aus den 3 Seiten einen Winkel finden. 

116. Um dieſe Gleichung zur logarithmiſchen Bearbei⸗ 
tung bequemer zu machen, addire man auf beiden Seiten 1, 
ſo wird 


— ds 2 2__g2 
ton AË ee 


cosD = 


2 be 
2c0s D? = Gë — N gd) (F. 22 
cos à D = vr (81). 


114. Subtrahirt man die Gleichung 80 auf beiden 
Seiten von 1, ſo erhaͤlt man 
„ be e- d2 4 —(b2—2bo-Lo*) 
1 —cosD = 1 e = A 
284 5 Ze d. b (14b—0(1—b-+o0) 
bar) PH GA, e i 


sin 1D = er u 1 + E) (82). 


118. Aus den beiden legten Gleichungen erhält man 
durch Diviſion: 
97 Sg b—c-+d) (—b + ed) 
tang 2 D = N ro) (83). 
119. Da nach F. 17 sinD=2siu¿D.cos¿D, wenn 
man D = 2x, mithin zD =x ſetzt, fo ift noch durch Mul 
ie von F. 81 und 82 mit einander, und mit 2 


dees? O O (84). 
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Die Gleichung gewährt den Vortheil, daß für alle drei Win⸗ 
kel die unterm Wurzelzeichen ſtehende Groͤße dieſelbe iſt. 
` 120, Man kann die letzten 4 Gleichungen noch unter eine ans 
dere Form. ſtellen, wenn man den umfang des Dreiecks, d. h. 
1 fest. Dann wird „„ 2 (b 4 -d) 
zp d etc, und man erhält 


y cs}D = ve) 
sing LD = y (Er: nn — 
5 0 p—b) 
t 1D= 2 ZI ne 
ang} ale Eee 
sin D = Eured- o Gp—b)). ; 
121. Aufg. 1. Die Gleichungen von F. 79 an für den Fall 


. gëtt, wenn ſtatt bes Winkels D der Winkel B oder O geſucht wird. 
Aufg. 2. Es ſei gegeben: 


b= 425; 

ec 378; 

=- 399; 

p = 1202 

¿p = 601; 

ip—b = 176; 
$ 


2p — C 223; 
sp—d= 202; 


D = 59% 14/ 384 


C = 54°30 2,5 


B = 66° 1519, 
180° 


N ES 2,6283889 
log e = 2,5774918 
logd = 2,6009729 


log} p = 2,7789745 
log (è p —b) = 2,2455127 
log (4 p— c) = 2,3483049 
log (+p — d) = 2,3053514 

9,5780435 

log A = 4,8390217 

log2 = 0,3010300 
log2A = 5,1400517 

log be = 5,2058807 
logsinD = 9,9341710 
logbd = 5,2293618 

log sin € = 9,9106899 
log od = 5,1784677 
log sin B = 4,9615870 


30 
Ueberſicht. i 

122, Hiernach kann man nun die Sätze von der, Beſtimmung 
(Congruenz) der Dreiecke durchgehen, und zeigen, daß, und wie 
jedes fehlende Stuͤck durch die übrigen e und herbeige⸗ 
ſchafft werden koͤnne. 

Sind zu einem Dreiecke die Winkel und eine Seite gegeben, 
fo hat man die fehlenden beiden Seiten unmittelbar aus F. 75, und 
iſt dieſelbe eben ſo bequem zur Berechnung, wie zur Subſtitution, 
wenn man nämlich eins der geſuchten Stuͤcke in einer Gleichung, 
durch die gegebenen allgemein ausgedruckt, ſetzen fol. ` 

123. Sind 2 Seiten und der eingeſchloſſene Winkel zu einem 
Dreieck gegeben, ſo werben zuerſt die beiden uͤbrigen Winkel durch 
F. 77 fuͤr die Subſtitution, durch F. 78 bequemer fuͤr die Berechnung 
gefunden. — Die dritte Seite hat man aus F. 79 fuͤr die Subſti⸗ 
tution. Bei der Berechnung ſucht man bequemer aus F. 78 die feh⸗ 
lenden Winkel, und mittelſt ihrer aus F. 75 die dritte Seite, — 
oder man bedient fic) eines Huͤlfswinkels (cf. §. 158). 

124. Sind die 3 Seiten gegeben, ſo hat man jeden der fehlen⸗ 
den Winkel aus F. 80 für die Subſtitution; für die Berechnung be⸗ 
dient man ſich mit gleichem Vortheil einer der Formeln 81 — 84. 
Bei der letzten it der geſuchte Winkel nur ſcheinbar zweideutig. 
Die beiden Winkel, welche den kleinern Seiten gegenuͤberliegen, ſind 
nothwendig ſpitz. Berechnet man dieſe zuerſt, fo hat man ben brits 
ten durch Subtraction von 180% (e. 121). Das Dreieck wird un: 
moͤglich, wenn einer ber Factoren unterm Wurzelzeichen (wie b4-c—d) 
negativ, d. h. eine Seite größer ift, als die beiden übrigen zuſam⸗ 
mengenommen. 

125. Sind 2 Seiten und der der Einen gegenüberliegende Wins 
kel gegeben, ſo findet man den der andern gegenüberliegenden durch 
F. 76, den dritten Winkel durch Subtraction der beiden nun bekann⸗ 
ten von 180°, und da man nun alle 3 Winkel kennt, fo findet ſich 
die dritte Seite aus F. 75. Iſt das Dreieck zweideutig, ſo ergeben 
ſich die zuſammengehoͤrigen Werthe des dritten Winkels und der 
dritten Seite von ſelbſt, je nachdem man fuͤr den Sinus des zuerſt 
geſuchten den ſpitzen oder den ſtumpfen Winkel gewählt hat, 
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126. Soll die dritte Seite, etwa zum Behufe einer Subſtitution, 
(. 122) aus den Datis unmittelbar ausgedruͤckt werden, fo hat man 
aus F. 79, wenn b geſucht wird, und o, d, D gegeben on 
b?—2bc.cosD = d? —c?, : 
woraus durch Auflöſung der quadratiſchen Gleichung 
b=c.cosD+yY(d®—c?+c?cosD?) c. cos D (d? —e? sin D?) 
gefunden wird. Hier ift b nur dann wirklich zweideutig, wenn es 2 
verſchiedene poſitive Werthe erhaͤlt, indem ein negativer Werth es in 
ein anderes Dreieck verſetzt, welches nicht zu den Datis gehört. 


127. Es iſt aber zuerſt ; 
b unmöglich, wenn der Ausdruck unterm Wurzelzeichen negativ 


wird, mithin c sin D? >d? oder e. sin D >d oder sin D >=; 


h erhält nur Einen pofitiven Werth, wenn der Wurzelausdruck 
entweder O oder größer als o. cos D ift. Im erſten Falle ift 
d? = c? sin D?, mithin d=csinD und das Oreieck rechtwink⸗ 
lig. Im andern Falle muß c.cosD< y (d? —c? +c? cos D?) 
oder c? cos D? < d?—c? +c?cosD?, d. h. 0< d? — c? oder 

d fein, mithin der gegebene Winkel der größern Seite gegen: 

uͤberliegen. 

b erhaͤlt dagegen 2 poſitive Werthe, wenn keiner dieſer Faͤlle 

ſtatt findet. (Vergleiche § 104.) 

Man kann alle hier zur Aufloͤſung der Dreiecke aufgeſtelten 
Gleichungen, ohne Zuhuͤlfnahme einer Figur, aus einer einzigen ana⸗ : 
lytiſch herleiten. Wählen wir zu diefer Ableitung die in f. 101 mit 
O bezeichnete Proportion, welche die Gleichungen 74 — 76 in ſich 
ſchließt, ſo erhaͤlt man 

c+d: dci sin C + sin D: sin C — sinD 
und aus F. 35 und 35. Stang (C + D): tang (C— D). 
Dies iſt F. 78. Man hat ferner aus derſelben Proportion: 

c. sin D = d. sin C = d. sin (B + D) 
z= d, sin B. cos D + d cos B. sin D 
c sin D- d cos B. sin D == d sin B. cos D (A), 
Dividirt man die Gleichung mit cos D, ſo wird 
> c tang D — d cos B. tang D = d sin B 


DE TN 
Zen, me 2 
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d.sinB 
c—d.cosB ’ (8.77). 


Setzt man in der mit A bezeichneten Gleichung ib sin D für d. sin B 
aus F. 74, fo läßt fie ſich mit sin D dividiren, und man erhält: 
c—dcosB = bcosD, woraus 
c 2e d cos B +d? cos B? = b?cosD?, Hierzu adbirt 
d? sin B? = b?sinD? giebt i 
—2cd.cos B d? =b? (F. 79) 

weil sinx? ＋ cosx? = 1 nach F. 1. — Aus dieſen Formeln find die 
übrigen im Texte ſchon analytiſch hergeleitet. 


tang D = 


Der Flaͤcheninhalt, aus den Beſtimmungsſtuͤcken 
eines Dreiecks. 


B 128. Aus ber Geometrie ift 
bekannt, daß der Flaͤcheninhalt eines 
Dreiecks das halbe Product ſeiner 
Baſis und Hoͤhe, oder, da jede Seite 
die Baſis fein kann, das halbe Pros 
duct einer Seite in das aus der 
Spitze des gegenuͤberſtehenden Wins 
A D kels auf- biefelbe gefällte Perpens 
bitet ifte Bezeichnet man nun den Flaͤcheninhalt mit A, fo ift 
A 20D. AB = Zb. AB, d. h. 
A, #+be,sinD F. 101. (85) 
| Die Gleichung lehrt aus 2 Seiten und dem eingeſchloſſenen Winkel 
den Flaͤcheninhalt finden 
129. Setzt man für sin D feinen Werth aus F. 84, ſo er⸗ 
halt man 
A = A e e e (86) 
| =V[G6r4+r—0(G6p=0(p—b)] 
| wenn p, wie in S.120 den Umfang des Dreiecks bezeichnet. Die 
Gleichung lehrt aus den 3 Seiten den Flaͤcheninhalt finden. Sie 
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enthält keine trigonometriſche Function, und gehört daher eigentlich 
in die Elementargeometrie. 

Vergleicht man die zweite Form für A mit dem Werthe von 
sin D in 120, fo ſieht man, daß der Wurzelausdruck in jener der 
Flaͤcheninhalt des Dreiecks ifte Als en ift er auf S. 121 Aufg. 2 
bezeichnet: 


130. Setzt man in F. 85 — A = }b c. sin D für c= b 
fo erhält man: 


sin C 
sin B* 


4b? sin C. sin D 

Siu B 
wo man fatt eines beliebigen Winkels die Summe der beiden uͤbri— 
gen ſetzen kann. Die Formel lehrt, aus einer Seite, und den Win⸗ 
keln den Flaͤcheninhalt des Dreiecks finden. 

131. um aus 2 Seiten und einem der nicht eingeſchloſſenen 
Winkel (e, d, D) den Flächeninhalt des Dreiecks zu finden, kann 
man zuerſt nach F. 76 einen andern Winkel (C) ſuchen, und hat dann 
durch F. 85 und 87 den geſuchten Flächeninhalt. Je nachdem man 
für C den ſpitzen oder ſtumpfen Winkel wählt, erhält man den Ins 
halt des größern oder des kleineren der beiden bedingten Dreiecke, 
falls hier eine Zweideutigkeit ſtatt finden kann (S. 105, 126). 

132. Auch kann man im Falle 
einer Zweideutigkeit, das Perpendikel 
BA fällen, und die beiden rechtwink⸗ 
ligen Dreiecke BAD und ABC = 
ABC“ berechnen. Man erhält fo 
A =ABD + ABC 

=¿AB.AD+3AB, AC 
D S220. sin D. e, cos D 
4 2 d. sin C. d. cos C 


COA 


a > 


B 


ET. OS 


woraus, da sin D. cos D =+¿sin2D ($. 17), 

5 (88) A = tc? sin? D + $d? sin 2 C. 
Hat man alfo C gefunden, fo ergeben ſich nun die beiden Werthe 
für A. Hierbei hat man C allemal fpis zu nehmen, da der zweite 
Fall durch das Zeichen des 2ten Gliedes [on beruͤckfichtigt ift. 
' Hiernach kann man ſich die Formeln fuͤr den Flaͤcheninhalt des 
gleichſchenkligen und rechtwinkligen Dreiecks leicht ſelbſt entwickeln. 
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Den Halbmeſſer eines in oder um ein Dreieck beſchrie⸗ 
benen Kreiſes zu finden. i 


133. Es fei MC=r ber 
Halbmeſſer des um das Oreieck 
beſchriebenen Kreiſes. Aus dem 
Mittelpuncte ziehe man MAE 
auf CD ſenkrecht, welche die Sehne 
und den Bogen halbirt, wodurch 
CMA =B wird. Im Dreieck 
CMA hat man alfo 


E i Mo sin CMA? 
Kees 5 (89). 


Die Größe des Halbmeſſers iſt alſo von einer einzigen Seite und 
ihrem Gegenwinkel abhängig, und der Durchmeſſer des um das 
Dreieck beſchriebenen Kreiſes ift die beftánbige Groͤße, auf e 
oben (S. 102) hingedeutet wurde. 

134. Iſt kein Winkel des Dreiecks bekannt, ſo findet man den 
Halbmeſſer aus den Seiten, indem man fuͤr snp feinen Werth aus 
F. 84 ſubſtituirt. 


Dad 


E a E 
bed 
Tr H 
B 135. Der Halbmeſſer des 


in das Dreieck eingeſchriebenen 
Kreiſes fei MA e. Man 
ziehe MC, MD, welche die Wins 
kel bei C und bei D halbiren, 
fo hat man in den rechtwinkli⸗ 
gen Dreiecken AMC und AMD 
AM = AC.tang¿ C 
€ A D = AD.tang4D. 
Aus bieten beiden Werthen von AM läßt fih zunächſt AC beſtim⸗ 
men, indem man AD durch b— AC ausdruͤckt. Dian erhält: 
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AC. tang} C = (b— AC)tang D 

woraus 4 
d b. tanga D 

AC ZE 

= tang4 C + tang4 D 


mithin 


AM = AC. tang} C = b tang, C. tang; D 
tang ZC -+ tang} D 


Dividirt man im Zähler und Nenner mit tang} C. tangg D, und 
ſetzt o für AM, fo wird: 


(8906 E 


cotg z D + cotg.. tg 

130. um die Formel zur logarithmiſchen Bearbeitung bequemer 
zu machen, ſubſtituire man fuͤr das Aggregat im Nenner ſeinen Werth 
aus F. 42, ſo wird 


(095 Se b, ein g C. sina D b. e 


"gei eu? cos 


Gleichungen Saz? Summe und Unterſchied zweier 
Seiten eines Dreiecks, und Summe und Unterſchied 
der ihnen gegenuͤberliegenden Winkel, imgleichen der 
. auf der dritten Seite. 


137. Zieht man im Dreieck 
BCD das Loth BA auf CD, 
nimmt AE = AC (wodurch 
A ABE 2% ABC wird) und zieht 
BE, fo iſt im Dreieck BCD: 

CD: sin B = BD; sin C. 
Im Dreieck BED: 
DE: sin EBD SBD: sin BED, 
Da nun die Sinus zweier Ne⸗ 
benwinkel (BED und BEC = C) 
gleich ſind, ſo erhaͤlt man: 

CD: DE = sin (C D): sin EBD 
oder, da EBD = BEC— D =C—D, 
(93) b: DE = sin (C D): sin (C-). 
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136. Schlägt man mit der kleinern Seite des Dreiecks aus B 
einen Kreis, verlängert DB bis an denſelben in F, und zieht CE 
und CG, fo iſt im Dreieck CDF: 
CD: DF: = sin CFD: sin DCF. 

Es ift aber, als Winkel an der Peripherie, CFD =; B=90°— 1 (C+D) 
und DCF = FCG+DCG = 90° +3 EBD=90° + (C- D), mithin 
b: (o d) = cos} (C + D):cos}(C— D) 094 

139. Im Dreieck CGD erhaͤlt man aus 
cb: D = = sin CGD: sin DCG. 
Es ift aber sinCGD=sinCGB=sin} CBF =sin+(C4-D), DCG 
=+(C—D), und DG=DB—BC=c—d, mithin 
b:(c—d) = sin (CD): sin =D) (95) 
140. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke CDG und FDE, oder 
unmittelbar aus einem bekannten geometriſchen Lehrſatze folgt! 
DC: DF = DG:DE 
b:(c+d) = (c—d):DE 
S b:c—d d: DE, 
wo DE ben Unterſchied der Hoͤhenabſchnitte auf ber Baſis bezeichnet. 
Hiernach hat man aus F. 94 und 95 unmittelbar: 
cd: DE = sin L(C+D):sin!{C—D) (96) 
c—d:DE = cos2(C-+D):cos2(C—D) (97) 
141. Dividirt man F. 96 durch 97, fo erhält man: 
de- d = tang+(C + D):tang 2 (C—D),: 
welches wieder F. 78 ift. 
Einige Aufgaben über Dreiecke zu ſuchen, welche mit Huͤlfe der 
letzten 5 Gleichungen gelöfet werden koͤnnen. 


A 


ober 


ober 


Gebrauch der trigonometriſchen Functionen und Tafeln 
zur Aufloͤſung von Gleichungen. 

142. Die trig, Functionen laffen ſich nicht bloß zur Aufloͤſung 
der Dreiecke und Figuren überhaupt anwenden, ſondern konnen in 
ſehr vielen Fällen zur Aufloͤſung mathematiſcher Aufgaben aller Art ange⸗ 
wandt werden. Es iſt durch dieſelben der Zuſammenhang gewiſſer Neiz 
hen von Größen gegeben, und dieſe ſelbſt find für alle möglichen Werthe 
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ihrer Elemente berechnet. Ueberall wo nun ein aͤhnlicher Zuſammen⸗ 
hang vorkommt, koͤnnen die Tafeln zur Abkürzung der Berechnung 
angewandt werden. 


Gleichungen des erſten Grades. 


143. Wenn die in einer Gleichung vorkommenden bekannten 
Größen durch ihre Logarithmen gegeben find, fo laſſen ſich die trig. 
Formeln und Functionen faſt immer mit Vortheil anwenden, um die 
beſchwerlichen Rechnungen, welche erforderlich find, um den Logarith⸗ 
mus eines Aggregats zu finden, abzukuͤrzen. Man ſucht ſie alsdann 
auf eine Form zu bringen, welche mit bekannten trig. Formeln übers 
einkommt, und durch Einführung eines Huͤlfswinkels, der aus den 
gegebenen Groͤßen beſtimmt werden kann, einen einfachen Ausdruck 
geſtattet. 

144. Es ſei z. B. der Logarithmus der Summe zweier durch 
ihre Logarithmen gegebenen Größen zu finden; alfo log x, wenn 
* act b. Man fege die Gleichung unter die Form; 


x=a (1+ E und nehme I, tango *) 


fo wird: x=a(1+ tang p”) a. sec, mithin II, x= 


(F. 2, G). Ae 
145. Iſt x=a-b=a(i- 2) fo ift eine ſolche Formel zu 


cos p? 


waͤhlen, mittelſt deren 1-2 in einen einfachen Factor verwandelt 
wird. Von der Art iſt je B. sing? =1—cosp% Man ſetze alfo 
; b ; b 
cos g? = und erhält p durch I; cos ꝙ = V E). 
Es wird nun z=all—cosp?) oder II, x Sa. sin p. 
Sollte b größer als a fein, fo ſetze man — x = b ( 1-2) etc: 
, Paren b 
146. Iſt x Va b) = vl: (1+ a Va VQ + =) 


fo iſt klar, daß man damit auf die Form 4- funct. p? zu kommen 
ſuchen muß, ſofern dieſelbe einen einfachen Ausdruck geſtattet. Hierzu 


b 
dient wieder F. 2. Setzt man 2 Siang ei, ſo erhält man * >) 
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= y (14 tang q?) = seco = 
durch die Gleichungen: 


„ und die Auflösung geſchreht 


cos p 


_vb ya 
I, tang p N e II, . 


In x (ab) würde man >= cosg? ſetzen, und erhalten: 
I, Ki = 75 und II, x=sinp.ya. ? 
147. Es ſei f 
$ / . b 
a— b m 2. 
sz y) = 
+b 
EET E Ee? 


a 


Setzt man ei cos ꝙ, fo wird 


19 85 VU Test = tangto (F. 23). 


Die Gleichungen der Aufloͤſung find alſo: 


1, cos ꝙ =>; II, x = lang g p 
a—b 1 -> b 
148. Sit AE Tr F a fo fege man —=tangg?, 
, ; 14 
und erhält SO 
sin q? 
ae d—tango? cosp? _ cosp?—sing? 
1 tango? sin y? ~ cosp? -+ sing? ing?’ 
SE er 
cos p? 
mithin (F. 18 und 1) x = cos 2. — Hide man Y tang q ge: 
1— tango 


fegt, fo hätte man erhalten x= = tang (450 ). = 


1+tan tang p 
So auch in andern Fällen, 


Gleichungen des zweiten Grades. 

149. Zur numeriſchen Berechnung der Gleichungen des 2ten 
Grades find die trig. Funct. ganz beſonders brauchbar. Die beiden ) 
Hauptformen der gemiſchten quadratiſchen Gleichung find 

x ＋ pX A 
Das Zeichen von p hat auf den Gang der Rechnung keinen Einfluß, 
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150. Es fet nun zuerft * 4 +pz=+g Durch Auflöſung 
derſelben erhält man ; 


ies self AD [12V]. 


Man ſetze b unge, ſo wird zunädft: I, tango = aa, alſo 
x=} e a a. = 3p(—1xsecp) G. 2 


ER We — cosp+1 
150 Less =»P cosp ` (S. 6), 


Ferner ift aus L 2 p JI 7 woraus ſich ergiebt 


tango” cos d 18 p ° coso 


ECE COT tl) 
sin p 


Kabes 


151. Dies find die beiden Werthe der geſuchten Wurzel, *I; Xz 
Macht man von dem obern Zeichen Gebrauch, ſo erhaͤlt man: 
(1 - coso) 4. 2sin g se 

sinp ` " Zeinie,ougie G. 21, 17) 

II, x, = yq. tanga (F. 7). 
Macht man dagegen von dem untern Zeichen Gebrauch, ſo wird: 


* 1 
mithin 


— Ya (1 +cosp) _ 4. 2 cos 9? 
` SR sinp —2sintg ¿COS Tp (3, 22, 17) 
mithin 
Ur, ¿a 


tang 2 E 
Die mit römifhen Ziffern bezeichneten Gleichungen ſind diejenigen, 
von denen man bei der Rechnung Gebrauch macht. 
Deifpiel. Es fe 
x2 T 5X = 10 mithin p = 5; q = 10. 
h log 2 = 9,6020600 
log yq == 0,5000000 


lp = 51% 40 161,2 logtangp = 0,1020600 
20 = 25 50 8,4 log tang} p= 9,6850116 
x, = + 1,531128 log x, = 0,1850116 

x, = — 6,531131. logx, = 0,8149884. n. 


` Hier erſcheint ein Fehler von einigen Einheiten auf der Gten Decimalſtelle. 
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152. Es ſei ferner x2+px=Ñ-—q. Durch Aufloͤſung exo 


hoͤlt man ; | 
x= —+¿p SM 


Man fege hier a und erhält fo für I, PER E 
d D 


p? U 
woraus An =, und wenn man diefe Werthe ſubſtituirt 
er EIER, er E E Déi ö 
ee a 1 cos q). 


Je nachdem man hier das obere oder untere Zeichen behält, 


e Va E BEINE. CN EN ZUR 
* ein cp smn cos T ) 
d. h. II, XI =—yg. tanz 3, 

xũ 2 Ya, (1+ cos wee + A Se 


sin sin 22 cos 
ER ya 
d. h. III, x; == N 
Iſt der Coefficient des 2ten Gliedes negativ, fo ändert dies nicht 
die abſolute Groͤße der Wurzel, ſondern nur das Zeichen derſelben, 
hat aber auf den Gang der Rechnung keinen Einfluß. 


Gebrauch der Huͤlfswinkel zur Vereinfachung 
trigonometriſcher Rechnungen. 


153. Es iſt zunaͤchſt klar, daß man bei trigonometriſchen Rech⸗ 
nungen einen Huͤlfswinkel eben ſo gebrauchen kann, wie bei der Be⸗ 
rechnung algebraiſcher Aufgaben. So wird z. B., wenn in F. 78 b 
und d durch ihre Logarithmen gegeben waͤren, durch Anwendung von 


§. 148, wenn man e tangp ſetzt, 


tang(B-—D) = tang (45° — p) tang (B --D) 
und fo in andern Fällen. 

154. Sehr häufig kann man hierbei aber auch auf die eigens 
thuͤmliche Beſchaffenheit der trigonometriſchen Gleichungen, ins bee - 
ſondere derjenigen, wodurch Aggregate in Producte, oder in einfache 
Groͤßen verwandelt werden, Nückſicht nehmen. Zu dieſen trig. Glei⸗ 
chungen gehören z. B. F. 11 bis 24. — Dieſer Fall tritt insbeſon⸗ 

Graßmann Trigonometrie. E 
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dere dann ein, wenn entweder ein gegebener, oder der geſuchte Wii 

kel in der Formel unter verſchiedenen Functionalformen vorkommt. 
155. Es fei z. B. p == cos dN a sin c. Man fege tang p = a 

cos u. cos tsina, ein p 


sin ; T 
Eg fo wird p = 5880 


„ d. h. es wird p = 
cos («F p) 
cosp ` 


wenn man ihn = colgo ſetzte, zu der Endgleichung p = 


— Hatte cos u den Coefficienten gehabt, ſo wuͤrde man, 
cos («+ q) 
sin ꝙ 
gelangen, — Haben beide Glieder Coefficienten, alſo 

pSD a. cos d b. sin a, 


fo kommt man burch die Form 
pa (cosa+-sin a) 
zu einer der erften analogen Aufloͤſung. Iſt endlich 
pb. sin u a. cos c a E sin œ — cos a), 
wo bas Glied, welches cose enthält, fubtractio ift, fo kann man 
= tango fegen, und erhält 


a (cos a. cos ꝙ sin. sin g) 4. cos (, ) 
coso e co 


p= 


156, Wird e geſucht, und iſt p gegeben, fo hat man im erften 
Falle des vorigen $ cos(aFgy)=Pp.cosp, im 2ten cos (uf ) = 


p. sin q, im 3ten cos ( 0 = cosp, wobei der Unterſchied 6 — 


abſolut zu nehmen if Im Aren Falle wird cos (y) A cosg. 


In allen bieten Fällen wird dann æ aus &. ꝙ leicht gefunden. 


4 N d. sin C ; ; 
157. Um F. 77, tangD = EE D geſucht wird, durch 
Einfuͤhrung eines Huͤlfswinkels zur Berechnung bequemer zu machen, 
d. sin C 


ſtelle man ſie unter die Form tang D= 4 
501 7 “os c) 


ansinGs d. sin C 
5 (1— sinp?) b. cos 2 
Die Berechnung geſchieht daher durch die beiden Gleichungen 


und ſetze 


d 
q eo C= sin ꝙ2; wodurch tang D = 
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r J. cos C$ d. 81 
E sing = HÜ + y und II, tang = 


158, Auch Formel 79 iſt zur logarithmiſchen Berechnung fehe 
unbequem. um ſie dazu geſchickter zu machen, ſetze man ſie unter 
die Form ; 

d2=b2—2bc+c24+ 2bc— 2be,cosD 
= (b— c)? +2bc(1— cos D) = (b— c)? ＋ 2b c.2 sin} DÈ, 
1p2 
= = (14 Ban Bi 
4bc.sintD2 
(b — e)? 
d? = (b— c) (1 4 tang 92) = (b—c)? sec p? = 


Setzt man nun hier = tangg?, fo erhält man 
(b— c)? 
cos p? 


. 0 * 


_b—e msn 
und d = ee wo lang pọ = . 


E 2 


Sphaͤriſche Trigonometrie. 


| Begriff der ſphaͤriſchen Trigonometrie, 


159. Da Begriff, welcher oben (1—5) von der Trigos _ 
nometrie uͤberhaupt gegeben wurde, bezieht ſich eben ſowohl 
auf die ſphaͤriſche, als auf die ebene Trigonometrie. Es find. 
zwar zunächſt nicht Laͤnge und Richtung, ſondern ebene und 
Neigungswinkel, welche hier fuͤr die Rechnung in Verbindung 
treten ſollen, allein es ſind doch auch hier die Coordinaten⸗ 
verhaͤltniſſe, mittelft deren diefe Verbindung bewirkt wird. 

160. Die ſphaͤriſche Trigonometrie unterſcheidet fih 
aber dadurch weſentlich von der ebenen, daß ſie ſich auf 
raͤumliche, aus der Ebene heraustretende Conſtructionen be⸗ 
zieht. Während in jener zwei auf einander ſenkrechte Coor⸗ 
dinaten zur Beſtimmung der Lage einer Linie oder eines 
Punctes hinreichend waren, ſind hier deren drei, nach der Zahl 
der Dimenſionen des Raumes, erforderlich. Die ſphaͤriſche 
Trigonometrie ſteht daher in einem aͤhnlichen Verhaͤltniſſe zur 
Siro wie die ebene zur Planimetrie. 


» Begenftand Derfelben, 
161. Derjenige Gegenftand, an welchen ſich die ſphaͤriſche 
Trigonometrie zuerſt wendet, und womit fie fih hauptſaͤchlich 
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beſchaͤftigt, iſt der koͤrperliche Winkel, oder die Ecke, und 
zwar zunaͤchſt die dreiſeitige. Denn ſo wie ſich alle ebene 
Figuren in Dreiecke zerlegen laſſen, ſo laſſen ſich alle mehr⸗ 
feitige körperliche Winkel durch hindurchgelegte Ebenen in 
dreiſeitige zerfaͤllen. Man hat es nun am anſchaulichſten und 
bequemſten gefunden, dieſen koͤrperlichen Winkel auf der Ku⸗ 
geloberflaͤche zu betrachten. Denkt man ſich denſelben naͤm⸗ 
lich mit feiner Spitze an den Mittelpunct der Kugel gebracht, 
ſo wird der Durchſchnitt ſeiner Winkelflaͤchen mit der Kugel⸗ 
oberflaͤche auf der letztern eine Figur beſchreiben, deren Be⸗ 
trachtung zugleich eine Betrachtung des koͤrperlichen Winkels 
ſelbſt iſt, deſſen Elemente ſie klar und uͤberſichtlich geordnet 
vor Augen legt. Wenn nun auch das Verhaͤltniß, in wel⸗ 
chem das Auge ſich gegen den Himmel befindet, zu dieſer 
Betrachtungsweiſe die erſte Veranlaſſung gegeben haben mag, 
ſo hat man ſie doch als die beſte ſtets beibehalten. ; 
t 162. Auf der Kugeloberflaͤche kann man auf eine anga 
loge Weiſe conſtruiren, wie in der Ebene, und ſo der ebenen 
Geometrie eine ſphaͤriſche Geometrie zur Seite ſtellen, welche 
in neuern Zeiten unter dem Namen der Sphaͤrik fleißig bears 
beitet iſt, und eine Reihe von Saͤtzen entwickelt, welche eine 
unverkennbare Analogie mit denen der Planimetrie haben, und 
mit gleicher Evidenz dargelegt werden koͤnnen ). Da es 
hier aber nur die Abſicht iſt, eine kurze Ueberſicht der ſphaͤri⸗ 
ſchen Trigonometrie zu geben, ſo werden die fuͤr dieſelbe er⸗ 
forderlichen Saͤtze der Sphaͤrik nur als Lehnſaͤtze betrachtet 
werden koͤnnen, denen ſich indeß, bei der allſeitigen Gleichheit 
der Kugeloberflaͤche, auch ohne ausfuͤhrliche Entwickelung, ein 
) Pohl in feiner Geometrie und Trigonometrie auf der Sphäre, 


Berlin 1819, hat hier die Bahn gebrochen. Vergl. auch Sphaͤrik 
von Schulz, Leipzig 1828, und v. Forſtner, Berlin 1827. 
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den mathematifchen Sinn hinreichend befriedigender Grad der 
Sicherheit geben laͤßt. Die Lehre von der Lage der Ebenen 
und Linien gegen dieſelben muß aus der Stereometrie als 
bekannt vorausgeſetzt werden. 


Ueber das Poſitive und Negative. 

163. In der ebenen Trigonometrie haben wir (§. 59 66) ges 
ſehen, wie man, in Beziehung auf einen gewiſſen Gang der Con⸗ 
ſtruction, und einen darin angenommenen poſitiven Sinn derſelben, 
einen Abſchnitt einer gr. L. und einen Winkel als poſitiv oder als 
negativ anſehen kann. Wir muͤſſen dieſe Betrachtung hier bis zur 
koͤrperlichen Ecke ausdehnen. Der Winkel (Gët fih nicht weiter ges 
brauchen, um mittelſt feiner zu einer höheren Conſtruction zu gelan: 
gen. Die körperliche Ecke oder das ſphaͤriſche Dreieck laßt fid durch 
ihn nicht erzeugen. 

164. Dagegen kann die gr. 
L. hierzu ſehr wohl gebraucht 
werden. Wenn man in der Linie 
AA“ den Punct C als den Aus: 
gangspunct der Conſtruction be⸗ 
trachtete, und die Richtung von 
C gegen A als bie poſttive anſah, 
ſo mußten die Abſchnitte auf der 

6 , entgegengeſetzten Seite, gegen A“ 
hin als negativ angefehen werden (§. 62), Wird nun CA, als pofitiv 
betrachtet, nach irgend einer, nicht mit der Linie zuſammenfallenden 
Richtung CO einfach fortbewegt, fo entſteht die Flache OC A. Wir 
nennen aber die Fortbewegung einer Linie eine einfache, wenn ſie 
nichts als ihren Ort verändert, und zwar nach einer unveraͤnderlichen 
Richtung hin, ſo daß alſo jeder Punct derſelben eine gr. L. beſchreibt. 

165. Wird dieſe Conſtruction durch die Zuruͤckbewegung wieder 
aufgehoben, und dieſe Bewegung in der aufhebenden Richtung uͤber 
den Ausgangspunct fortgeſetzt, ſo entſteht die Flaͤche O'CA, welche 
als negativ betrachtet werden muß, wenn OCA als poſitiv angeſehen 
wird, wie aus dem . 61 aufgeftellten Begriffe des Poſitiven und 
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Negativen erhellt. — Aus gleichem Grunde findet man, von CO, 
ausgehend, bie Flåde A OC negativ. Aus beiden folgt dann, daß 
AT CO wieder poſitiv fei, da es gegen die negativen Flåden die 
gleiche Beziehung hat, wie OCA. 

166, Will man AA’ als die abfolute Baſis Bit Conſtruction 
beibehalten, und die Fortbewegung der 00“ nicht gelten laſſen, ſo 
ändert fih dadurch in Anſehung des erſten Theils unſerer Demons, 
ſtration nichts. Daß dann aber A’CO negativ fet folgt fo: Die 
Richtung CO in der Bewegung der Linie AA’ wurde als die ſetzende 
oder poſitive betrachtet. Sie ſetzt naͤmlich die erzeugte Flaͤche als 
eine ſolche, die in Anſehung der Bezeichnung (+) mit der erzeugenden 
Linie gleichartig ift, Aber die erzeugende Linie zerfiel in den pofitis 
ven Strahl CA, welcher den Flaͤchenraum ACO conſtruirt, und in 
den negativen CA“, welcher den Flaͤchenraum Ai CO hervorbringt 
Der erſtere ift daher pofitiv, der letztere dagegen. negativ. 

167. Bewegt ſich dagegen die Linie AA“ nach der entgegenges 
ſetzten, mithin aufhebenden oder negativen Richtung, ſo muß die 
erzeugte Flaͤche als von entgegegenſetzter Beſchaffenheit mit dem er⸗ 
zeugenden Strahle angeſehen werden. Hieraus folgt, daß ACO’ als 
negativ, ACO“ als poſitiv zu betrachten ifte 

168. Wir ziehen hieraus folgende allgemeine Saͤtze, in denen 
unter der Richtung, nach welcher eine Linie ſich fortbewegt, eine 
ſolche zu verſtehen iſt, die nicht in derſelben liegt. 

Die poſitive Linie nach der poſitiven Richtung ſich bewegend erzeugt 
eine poſitive Flåde. 

Die pofitive Linie nach der negativen Richtung fi fa bewegend erzeugt 
eine negative Flache. 

Die negative Linie nach der poſitiven Richtung ſich bewegend erzeugt 
eine negative Flache. 

Die negative Linie nach der negativen Richtung ſich bewegend erzeugt 
eine poſitive Flaͤche. 

169. Betrachtet man CA, CO als geometriſche Factoren, 
und zwar als poſitive, fo find CA, CO“ die negativen Factoren, 
ihr Product, die erzeugte Flaͤche, daher unter denſelben Umſtaͤnden 
poſitiv und negativ, unter welchen ein arithmetiſches Product es wird, 
wie denn die Sache in der That auch dieſelbe ift (Anm. S, 25) 
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170. Wird die erzeugte Flache nun wieder als Baſis einer 
neuen Conſtruction gebraucht, indem man ſie nach irgend einer nicht 
in ihr ſelbſt liegenden Dimenſion einfach (d. h. parallel mit ſich 
ſelbſt, und ſo, daß jeder Punct eine gr. L. beſchreibt) fortbewegt, 
ſo muß von den beiden entgegengeſetzten Richtungen, in welche jene 
Dimenſton zerfällt, die eine als die ſetzende (poſitive), die andere als 
bie aufhebende (negative) betrachtet werden. Nach der ſetzenden Rich⸗ 
tung wird der erzeugte körperliche Raum mit der erzeugenden Flaͤche 
gleichartig, nach der aufhebenden ungleichartig ſein. 

TL 2 171. Iſt nun CU bie pofís 

tive Richtung, CU’ die negative, 

10) fo folgt, daß von ben acht Er: 

7 perlichen Winkeln oder Ecken, die 

A — C A bei C entſtehen, 4 pofitiv, und 4 

O negativ fein muͤſſen. Es find 
pofitio : 

(C)AOU; (C)A'O’U; 

u (C)A!OUY (C)A0'U*, 
dagegen find negativ: 
(C)AOU%; (C)A0'U; (C)A'0U; (SAO. 
Diefe Ecken find aber nicht an fih poſitiv oder negativ, ſondern nur 
in Beziehung auf einen gewiſſen Gang der Conſtruction, und auf 
einen darin angenommenen poſitiven Sinn derſelben. 

172. Sieht man wiederum die entſtandenen koͤrperlichen Räume, 
(die Ecken) als geometriſche Producte aus den unbeſtimmten linearen 
Factoren CA, CO etc. an, fo ergiebt ſich auch hier, in völliger Uebers 
einſtimmung mit der Arithmetik, daß die pofitive oder negative Bez 
ſchaffenheit der erzeugten Ecken allein davon abhaͤngt, ob ſie eine 
gerade oder ungerade Anzahl negativer Factoren enthalten. 


Sphaͤriſche Zweiecke. 

173. Da fih zwei größte Kreiſe auf der Kugel ſtets 
in 2 Puncten durchſchneiden, fo begrenzen fie Theile der Sus 
gelflaͤche, welche man ſphaͤriſche Zweiecke nennt, und da ihr 
Durchſchnitt durch den Mittelpunct der Kugel geht, mithin 


+ 
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zugleich Durchmeſſer der Kugel wie jedes der Kreiſe ift, fo 

halbiren ſie ſich gegenſeitig, und das ſphaͤriſche Zweieck iſt 
ſtets von zwei Halbkreiſen begrenzt. 

174. Den Nei⸗ 

gungswinkel, unter wel⸗ 

j chem die Ebenen zweier 

größten Kreiſe fih durch⸗ 
ſchneiden, nennt man den 
0 C ſphaͤriſchen Winkel dera 
ſelben. Er ſtellt ſich in 
jeder auf ihrem Durch⸗ 
ſchnitt ſenkrechten Ebene 
als ein ebener Winkel 
dar. Legt man die Ebene 
durch einen der Scheitelpuncte B oder B^, fo werden libre 
Durchſchnitte mit den Ebenen der groͤßten Kreiſe Tangenten 
an die letztere, und da eine Tangente an einen Bogen die 
Richtung deſſelben im Beruͤhrungspuncte uͤberall nur hervor⸗ 
hebt, ſo kann man ſagen, daß die Bogen im Scheitelpuncte 
fic) in der That unter dieſem Winkel durchſchneiden. Dies 
gilt jedoch eigentlich nur von den Elementen derſelben im 
Beruͤhrungspuncte. Einen ſphaͤriſchen Winkel bezeichnet man 
wie einen ebenen durch Buchſtaben die an ſeine Schenkel und 
an feinen Scheitelpunct geſetzt find, z. B. CBD. 

175. Ein ſphaͤriſches Zweieck wird eben ſo wie ein 
ebener Winkel conſtruirt ($. 63.). Statt daß ſich dort eine 
gr. L. in einer Ebene herumſchwenkt, dreht ſich hier eine 
Ebene um eine gr. L. Das Erzeugniß dieſer Schwenkung iſt, 
wenn man von der Flaͤche des groͤßten Kreiſes ausgeht, der 
Kugelausſchnitt BB’CD, d. h. das Zweieck als ein Theil der 
Kugel, wenn man vom Bogen ausgeht, das Zweieck als ein 


B 
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Theil der Kugeloberflaͤche, und ſowohl der eine als das andere 
iſt dem ſphaͤriſchen Winkel proportional. Man kann hier 
eben fo, wie beim ebenen Winkel (5. 64 — 66) den einen 
Bogen des Zweiecks als den feſten, den andern als den be— 
weglichen anſehen, von dem erſtern aus den pofitiven Sinn 
der Schwenkung beſtimmen, dieſe uͤber die halbe und uͤber 
die ganze Umſchwenkung beliebig fortſetzep, wieder aufheben, 
im aufhebenden Singe über den Ausgangs punct hinaus fort: 
gehen, und fo ein negatives Zweieck und einen negativen 

ſphaͤriſchen Winkel erzeugen. 
h 176. Die beiden ſphaͤri⸗ 
ſchen Winkel eines Zweiecks 
find als Neigungswinkel ders 
ſelben Ebenen einander gleich. 
Die 4 ſphaͤriſchen Winkel um 
einen Punct B, in welchem ſich 
zwei groͤßte Kreiſe ſchneiden, 
erſcheinen, wenn man durch B 
eine auf BB’ ſenkrechte Ebene 
i legt, als Nebenwinkel und 
Scheitelwinkel, und verhalten ſich wie dieſe. Die Scheitel— 
zweiecke find einander gleich; Nebenzweiecke ergänzen einander 
zur Halbkugelflaͤche. Legt man die auf BB“ ſenkrechte Ebene 
durch den Mittelpunct der Kugel, ſo meſſen die Bogen des 
ſo erhaltenen groͤßten Kreiſes, ſo weit ſie in die Zweiecke 
fallen, die ſphaͤriſchen Winkel derſelben, und die Verhaͤltniſſe 
erſcheinen wie vorhin, nur durch Bogen groͤßter Kreiſe aus— 
gedruͤckt. Wenn man CBDB'C=CD- als das Hauptzweieck 
betrachtet, fo ift OD“ fein Scheitelzweieck, CD’ und C feine 
Nebenzweiecke. e 


4 
177. Bezeichnet man die Oberflaͤche der Kugel mit S, 
ihren cubiſchen Inhalt mit G, die Größe des ſphaͤriſchen 
Winkels in Graden durch n, fo ift (nach 175) der Flaͤchen⸗ 


inhalt des ſphaͤriſchen Zweiecks 8508 ſein cubiſcher Inhalt 


sert, Setzt man für S und G ihre Werthe durch den 


Halbmeſſer r und æ ausgedrückt, fo wird der erſtere Ser TT, 


der letztere —— 2 16 51m. Da die Oberfläche der Kugel gleich der 


gekruͤmmten Oberfläche des umſchriebenen geraden Cylinders, 
ihr koͤrperlicher Inhalt aber nur 3 von dem Inhalte des Gu: 
linders iſt, ſo laͤßt ſich die Flaͤche des Zwelecks auch als das 
geometriſche Product aus der Laͤnge des Bogens CD in den 
Durchmeſſer der Kugel, der koͤrperliche Inhalt dagegen als 
das Product der Fläche des Kreisausſchnitts CMD in 3 des 
Durchmeſſers darſtellen. 


Sphäaͤriſche Dreiecke. 


178. Legt man um die 
Kugel noch einen dritten belie- 
bigen Normalkreis CDC / jes 
doch nicht durch die Scheitel- 
puncte des Zweiecks, ſo wird 
jedes der letztern, in 2 Theile, 

mithin die ganze Kugelfläche 
in 8 Theile getheilt, deren jr 
der ein ſphaͤriſches Dreieck iſt. 
In demſelben, wie in BCD, nennt man die begrenzenden Bos 
gen BC, BD, CD, feine Seiten, und die ſphaͤriſchen Winkel, 
($. 174), welche fic) dem Dreieck zuwenden, ſchlechthin feine 
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Winkel, wie CBD elc., beide 
zuſammen die Begrenzungsele⸗ 
mente. Sieht man das eine 

dieſer Dreiecke als das Haupt⸗ 
dreieck an, ſo kann jedes von 
den dreien, welche eine Seite 
mit ihm gemein haben, ein 
Nebendreieck, jedes, welches 
nur einen Winkelpunct mit ihm 
gemein hat, ein Scheiteldreieck, und dasjenige, was ganz 
von ihm getrennt liegt, ſein Gegendreieck, Transver⸗ 

faldreieck oder ſymmetriſches Dreieck genannt werden. 

179. Iſt BOD das Hauptdreieck, B” C, D’ die den 
gleichnamigen diametralentgegenſtehenden Puncte, fo kann man 
die uͤbrigen Dreiecke combinatoriſch entwickeln, indem man 

die Dreigeſchiede (Ternionen) aus den Elementen B, C, D, 
B/, C., D“ ſucht, jedoch mit der Bedingung, daß die gleich⸗ 
namigen Elemente, wie B und B^, in einer und derſelben 
Complexion nicht vorkommen duͤrfen. Diejenigen Complexio⸗ 
nen, welche mit dem Hauptdreiecke zwei Elemente gemein 
haben, bezeichnen die Nebendreiecke, diejenigen, welche nur eins 
mit ihm gemein haben, die Scheiteldreiecke, und das, e 
keins mit ihm gemein hat, das Gegendreieck. 


Combinatoriſche Darſtellung. 
BCD das Hauptdreieck . 000 0 poſitio. 


B CP f EVT Ge 
B CD die Nebendreiecke , 010 2 negativ. 
BCD E 


1 100 0 
nen] f S 


BC Di. die Scheiteldreiecke „, -40t 5 /]] pofitiv. 
B'C'D e Eege 


D'ODN das Gegendreieck „, 111 7 negativ. 
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Die dritte Columne hebt bloß die Accente hervor, nnd bee ` 
zeichnet die Stelle eines nicht accentuirten Elements mit einem 
Puncte, beides unter der Vorausſetzung, daß das Haupt⸗ 
dreieck durch die nicht accentuirten Elemente bezeichnet, die 
Elemente aber ſtets in derſelben Folge aufgefuͤhrt werden. — 
Die 4te Columne ſtellt fie als diadiſche Zahlen dar, welche 
die öte in die dekadiſche verwandelt. 


180. Bezeichnet man die Seiten gleichnamig mit den 
gegenuͤberliegenden Winkeln, fo laffen fich die Begrenzungs⸗ 
elemente aller von einander abhaͤngigen ſphaͤriſchen Dezkeeks 
durch eins ye angeben. 


Iſt pen dies eine, fo find ` 


die Seiten die Winfel 
in BD b € 5 c D 
¿ B CDi 180 b 180% „ d 180°—B 1800 C D 
B C% 180%b e 18004 180% 3 C 180% 
„BD b 180 180% | B 1800 180°—D 
»BCD b 180 —0 180 —d B 180 —C 180 —D 
3/0 DY 180% e 180% d 10 B 180 
z BCD 180° 180 4 180 R 180 0 D 
BO ww b „ a B 0 D 


Hieraus ergiebt ſich, daß das Gegendreieck mit dem Haupt⸗ 
dreieck gleiche Begrenzungselemente hat. und ihm vollig gleich⸗ 
wenn auch nicht congruent iſt. Jedes der uͤbrigen Dreiecke 
hat mit dem Hauptdreieck eine gleiche Seite und Winkel, die 
ſich gegenuͤberliegen. Die beiden andern Seiten und Winkel 
ergaͤnzen die des Hauptdreiecks zu 2 Rechten. Jedes Neben⸗ 
dreieck hat unter den Scheiteldreiecken ſein Gegendreieck. 


181. Wenn unter den Begrenzungselementen kein Qua⸗ 
drant und kein rechter Winkel iſt, ſo giebt es unter den 4 
Paaren ſphaͤriſcher Dreiecke, welche auf der Kugel zuſammen⸗ 
gehören, immer eins, welches entweder 3 ſpitze oder 3 ſtumpfe 
Winkel hat. — Eben ſo giebt es eins, welches entweder 
3 ſpitze oder 3 ſtumpfe Seiten hat. — Denn, wenn das 
Dreieck nicht ſchon der Forderung entſpricht, fo kann es ent⸗ 
weder 2 ſpitze und 1 ſtumpfen, oder 1 ſpitzen und 2 ſtumpfe 
Winkel haben. Im erſten Falle iſt unter ſeinen Neben⸗ 
dreiecken ein völlig ſtumpfwinkliges, im andern ein völlig 
ſpitzwinkliges, dem nun unter den Scheiteldreiecken immer 
noch ein zweites als Gegendreieck entſpricht. Eben fo verhält 
es ſich in Anſehung der Seiten. ; 

182. Die 8 ſphaͤriſchen Dreiecke find die Maaße der 
8 koͤrperlichen Winkel oder Ccken, welche durch die $. 170 — 
172 beſchriebene Conſtruction entſtehen, und von welchen in 
Beziehung anf den angegebenen Gang der Conſtruction, und 
den angenommenen poſitiven Sinn 4 poſitiv, und 4 negativ 
waren. Hierauf bezieht ſich die letzte Columne der Tafel 
A, 179. Es find aber nicht die ſphaͤriſchen Dreiecke, als Theile 
der Kugeloberflaͤche, ſondern die von ihnen gemeſſenen Ecken, 
als Producte entgegengeſetzter, ihrer Größe nach unbeſtimm⸗ 
ter räumlicher Factoren, von denen diefe Ausſage gilt. 
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183. Die 3 Seiten des ſphaͤriſchen Dreiecks meſſen 
die 3 ebenen Winkel, die 3 ſphaͤriſchen Winkel die 3 Nei⸗ 
gungswinkel der Ecke. Sind die größten Kreiſe voll ausge⸗ 
zogen — die Ebenen, welche die Ecke bilden, mithin uͤber 
ihren Durchſchnitspunct allſeitig erweitert, — ſo etgiebt ſich 
aus der Beſchaffenheit des Zweiecks, daß jede Seite, wie 
jeder Winkel eines ſphaͤriſchen Dreiecks kleiner als 180° fein 
muͤſſe. Von ſolchen iſt in der ſphaͤriſchen Trigonometrie nur 
die Rede, und es ſind daher alle bei jener Conſtruction als 
getheilt erſcheinenden Dreiecke oder Ecken von der Betrachtung 
ausgeſchloſſen. i 


Flaͤcheninhalt und Aer, Inhalt eines ſphaͤriſchen 
; Dreiecks. 


184. unter dem koͤrperlichen Inhalte eines ſphaͤriſchen 
Dreiecks verſteht man den durch die Seitenflaͤchen einer Ecke, 
und das ſphaͤriſche Dreieck, welches fie auf der Kugelober— 
fläche beſtimmen, begrenzten Raum. Dieſer Inhalt iſt, aus 
leicht uͤberſehbaren, in der Stereometrie naͤher entwickelten 
Gruͤnden dem Inhalte einer Pyramide gleich, deren Baſis der 
Oberfläche, und deren Höhe dem Halbmeſſer gleich ift. Diet 
nach iſt der cubiſche Inhalt eines ſphaͤriſchen Dreiecks en 
Oberfläche proportional. 

185. Die Flaͤche des ſphaͤriſchen Dreiecks durch die 
Kugelflaͤche ausgedruckt, ift zugleich der koͤrperliche Raum der 
Ecke durch den Geſammtraum um einen Punct ausgedrückt, 
(zeigt an, wieviel ſolcher Ecken fih ftetig um einen Punct 
legen laſſen, wenn ſie von der Beſchaffenheit ſind, daß ſie 
dieſen Raum vollſtaͤndig erfüllen fónnen) und iſt ſo das 
Totalmaaß der Er Beide Ausdruͤcke find nach dës 26 teine 
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Zahlen. Der Cubikinhalt des 
ſphaͤriſchen Dreiecks, durch den 
der Kugel ausgedruͤckt, iſt hier⸗ 
mit identiſch. 

Aufg. Einige ſolche Ecken 
anzugeben, welche ſich, den Raum 
erfuͤllend, um einen Punct legen 

: laffen. Die regelmäßigen Körper 
N der Geometrie, und die einfachen 
B. Geſtalten der Kryſtallographie 
führen auf ſolche, wiewohl nicht immer dreiſeitige Ecken. — Einfache 
Geſtalten nennt man Koͤrper, die von ebenen congruenten Flaͤchen 
begrenzt ſind. ? Í 
186. Wenn B, C, D die ſphaͤriſchen Winkel des Dreiecks 
BCD in Graden, und 8 die Oberflaͤche der Kugel bezeichnen, 
ſo hat man die Flaͤche 
B 
= — A 
DCD LBOCD = 360° S (5,177) 
; Car: 
/ — TRE 
BCD--B CD = 3600 8 
D 
360 


BCD--PB’/CD = S = BCD-+-BCD/ ($, 180), 


Addirt man, 
10 ˖ _ B4C+D 

fo iſt: 3BCD-}B’CD -BCD -BCD = 5 
Hiervon ſubtrah. 

BCD TLB/ODTCBC D- 3/CD = 4 

ES PBECED Ae — B+C-+D-—180° 
lit 2BCD = má) 8 = , 8 
B--C-HD — 180 


—— De 


mithin BCD = 720 
Setzt man G (den kubiſchen Inhalt der Kugel) ftatt S, 
und verſteht unter BOD auch den kubiſchen Inhalt des ſphaͤ⸗ 
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riſchen Dreiecks, fo hat man dieſen durch den naͤmlichen Aus 
druck. Der Flaͤcheninhalt (kubiſche Inhalt) eines ſphaͤriſchen 
Dreiecks macht einen eben fo großen Theil der Kugelobers 
flaͤche (Kugel) aus, als der Ueberſchuß ſeiner 3 Winkel uͤber 
2 Rechte von 8 Rechten ausmacht. 

187. Die 3 Winkel eines ſphaͤriſchen Dreiecks ſind daher 
immer groͤßer als 2 Rechte, aber kleiner als 6 Rechte (183). 
Seine 3 Seiten als Maaße der ebenen Winkel, welche die 
Ecke bilden, müffen kleiner als 4 Rechte fein, wie aus der 
Stereometrie bekannt iſt. 


Rechtwinklige Dreiecke. 


188. Ein ſphaͤriſches Dreieck kann einen, zwei und drei 
rechte Winkel haben. — Hat es drei rechte Winkel, ſo ſtehen 
die Ebenen der groͤßten Kreiſe aufeinander ſenkrecht, mithin 
iſt die Durchſchnittslinie je zweier auf dem dritten ſenkrecht, 
heißt ſeine Axe, und ihre Endpunete die Pole des dritten 
Kreiſes. Im Dreieck BCD ift daher jede Seite ein Ouadrant, 
und jeder Winkelpunct der Pol der gegenuͤberliegenden Seite. 

189. Hat ein ſphaͤriſches 

Dreieck nur 2 rechte Winkel, wie 

BCF bei C und E, fo ſtehen die 

Ebenen der beiden Kreiſe, welche 

c 2 als Seiten den dritten Winkel 

N D einſchließen, auf der Ebene des 

Kreiſes, welcher durch die Schei⸗ 

telpuncte der beiden rechten Mine 

; kel geht, ſenkrecht, durchſchneiden 

ſich daher in der Axe deſſelben, und die den beiden rechten 

Winkeln gegenüberliegenden Seiten BF und BC find Qua⸗ 

dranten. Der dritte Winkel B wird mithin von der ihm 
Graßmann Trigonometrie. ER: 3 
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gegenüberliegenden Seite CF gemefjen, beide koͤnnen jede be⸗ 
liebige Größe unter 180° haben. Man kann ſich daher des 
Quadranten, wie eines Stangenzirkels bedienen, um aus be⸗ 
liebigen Puncten der Kugeloberflaͤche größte Kreiſe zu beſchreiben. 

190. Dieſe beiden Arten von Dreiecken ſind nun gar 
nicht ein Gegenſtand der Trigonometrie, da an ihnen nichts 
zu beſtimmen und zu berechnen übrig bleibt. Dasjenige rechts 
winklige Dreieck, welches hier allein in Betracht kommt, iſt alſo 
immer ein ſolches, was nur einen rechten Winkel hat, und 
wird immer verſtanden, wenn von einem rechtwinkligen Dreiecke 
in der ſphaͤriſchen Trigonometrie die Rede iſt. Man nennt, 
wie bei ebenen Dreiecken, die dem rechten Winkel gegenuͤber⸗ 
liegende Seite die Hypotenuſe, die ihn Wee Seiten 
die Katheten. i 

Das Polardreieck. 

191. Da die Pole (F. 188) eines groͤßten Kreiſes von 
jedem Puncte deſſelben um 90° oder einen Quadranten ent⸗ 
fernt ſtehen, ſo kann man mit dem Quadranten einerſeits 
von dem gegebenen Pole aus den dazu gehoͤrigen groͤßten 
Kreis beſchreiben, andererſeits fuͤr jeden Bogen eines groͤßten 
Kreiſes die dazu gehoͤrigen Pole finden, wenn man von 2 
nicht entgegengeſetzten Puncten deſſelben mit dem Quadran⸗ 
ten Durchſchnitte macht. 

192. Wenn N ſphaͤ⸗ 
riſches Dreieck BCD gegeben 
iſt, ſo ſuche man von jeder 
Seite, z. B. von CD aus, den⸗ 
jenigen Pol B, welcher mit 
dem Dreiecke auf derſelben von 
CD aus gerechneten Halbkugel 
liegt. Die ſo gefundenen Pole 
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B, C, D, verbinde man durch Bogen größter Kreife, fo heißt 
das ſo entſtandene Dreieck BCD das Polardreieck von BCD. 
Da BC und DC nun Quadranten find, fo iſt auch C der 
Pol von BD, B der Pol von ED, D der Pol von BE, und 
die beiden Dreiecke haben das Verhaͤltniß, daß das eine des 
andern Polardreieck iſt. — Dian erhält das Polardreieck eines 
gegebenen Dreiecks auf der Kugel am bequemſten, wenn man 
aus jedem Winkelpuncte des Hauptdreiecks mit dem Qua⸗ 
dranten Kreisbogen beſchreibt. 


193. Von 2 Polardreiecken hat jeder Winkel des einen 
das Supplement (Ergänzung zu 180°) der gegenuͤberſtehen⸗ 
den Seite des andern, deren Pol ſein Scheitelpunct iſt, zu 
ſeinem Maaße, und eben ſo wird jede Seite des einen durch 
den gegenuͤberſtehenden Winkel des andern zu 180 ergänzt, 


Bew. Man verlángere, wenn es noͤthig ift, DC und 
BD bis fie CO in F und H treffen. Da nun B der Pol 
von CD ift, fo wird der Winkel B vom Bogen FH ges 
meſſen ($. 176). Ferner ift CH eben fo wie DF ein Qua⸗ 
drant, weil C der Pol von BD und D der Pol von BC iſt. 
Man hat alfo, wenn man die Seiten der Dreiecke BCD und 
BED mit den gleichnamigen Buchſtaben deſſelben Alphabets 
wie die Winkel bezeichnet: 
SH--DF = 180° = EELER = NB 

mithin 

B = 180°—b; b = 180 — B. 
Eben ſo iſt 

C = 180 — c; c = 180 — C, 

D = 180 —D; di 1809 


F 2 


34 


3 194. Lehrſatz. Wenn 
man ſich durch die 3 Winkels 
puncte eines ſphaͤriſchen Drei- 
ecks BCD beruͤhrende Ebenen 
an die Kugel gelegt denkt, 
fo entſteht durch den Durch⸗ 
ſchnitt derſelben im Puncte M 
eine Ecke, welche von dem 
Polardreieck des Dreiecks DCH 
gemeſſen wird. 

Beweis. Es fü M 
der Mittelpunct der Kugel; MB, MC, MD Halbmeſſer nach 
den Winkelpuncten des Dreiecks BCD; BM, CM, DM die 
in den Puncten B, C, D die Kugel beruͤhrenden, alſo auf 
den Halbmeſſern nach dieſen Puncten ſenkrechten Ebenen, 
welche ſich untereinander in den Linien MO, ME, MB 
durchſchneiden, und bei M eine aͤußerliche Ecke bilden. Dieſe 
ift es, von welcher zu ervocifen ift, daß fie von dem Polar⸗ 
dreieck von BCD gemeſſen werde, d. h., daß die Neigungs⸗ 
winkel ihrer Ebenen die Seiten des fphärifchen Dreiecks BCD, 
ihre ebenen Winkel dagegen die ſphaͤriſchen Winkel von BCD zu 
480° ergänzen. Man ſtelle fith die Ebenen der groͤßten Kreiſe 
bis zum Durchſchnitt mit den Ebenen der aͤußerlichen Ecke 
erweitert vor, und es feien D, C, B die Puncte, in welchen 
die Kanten getroffen werden. Es iſt Eb. MB auf MBC: ſenk⸗ 
recht, weil fie auf MB ſenkrecht ift; ferner ift Eb. MC auf 
MBC ſenkrecht, weil fie auf MC ſenkrecht ift; daher it MD, 
der Durchſchnitt der Ebenen MB und MC, auf der ganzen 
Eb. MBC, mithin auf jeder in derſelben gezogenen Linie fenf= 
recht. Die Winkel MOB, MDC find daher Rechte, und 
BOC ift der Neigungswinkel der Ebenen MB und MC, d. h. 
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der ſphaͤriſche Winkel der aͤußern Ecke, den wir kurz mit D 
bezeichnen wollen. Im Viereck MBDC find nun 2. Winkel 
bei B und C Rechte; die übrigen muͤſſen ſich daher zu 2 
Rechten ergänzen, d. h. BDC= 180 — BM, oder da BMC 
d die Seiten BC = d k wird: 


Auf gleiche Weiſe laͤßt ſich zeigen, daß 
C 180° — c 


B = 180 - b. 

Die ſphaͤriſchen Winkel der Außen Ecke find alſo die Sup- 
plemente für die Seiten der innern. — Im Viereck BEMO, 
in welchem die Winkel bei C und D Rechte find, EBD aber 
der ſphaͤriſche Winkel B ift, hat man, wenn man den ebenen: 
Winkel CMD = b fegt, und dieſelben Gründe wie die enta 
ſprechende Bezeichnung für die übrigen, Flächen der aͤußerli⸗ 
chen Ecke anwendet: ; ; 


b = 180° —B: 
c = 180° —C 
d = 1809 — D. 


Diefe Seiten und Winkel find aber die des Polardreiecks von 
BCD, mithin mißt dieſes die aͤußerliche Ecke *). 

195. Da Winkel, welche fih zu 180° ergänzen, gleiche 
trigonometriſche Functionen haben, ſo unterſcheiden ſich die 


*) Auf dieſes bisher, ſo viel mir bekannt iſt, nicht gehoͤrig be⸗ 
achtete, oder nicht gehoͤrig hervorgehobene Verhaͤltniß eines 
Dreiecks zu feinem Polardreieck gruͤndet fih eine eigenthuͤmliche 
Entwickelung und Behandlung der Kryſtallgeſtalten, welche ich 
in einer beſondern Schrift: Zur phyſiſchen Kryſtallonomie und: 
geometriſchen Combinationslehre, Stettin 1829, verſucht habe. 
Vergleiche Poggendorfs Annalen 30ſte Bd. S. 1 ſq. Hier erz 
bält denn auch das was oben 179 und 182 über die poſitiven 
und negativen Ecken geſagt iſt, ſeine N Bedeutung und An⸗ 
wendung. 


Formeln, welche ſich auf die 

aͤußerliche Ecke beziehen, wenn 

man Seiten und Winkel ge⸗ 

genſeitig vertauſcht, nur durch 
die Vorzeichen. 

196. Wenn in einem 
Parallelepipedum die paralle⸗ 
len Flaͤchen gleichweit von 
einander abſtehen, ſo laͤßt ſich 
in demſelben eine die ſaͤmmt⸗ 
lichen Seitenflaͤchen beruͤhrende 

Kugel conſtruiren, und die 8 fphärifchen Dreiecke zwiſchen 
den Beruͤhrungspuncten ſind die Porlardreiecke der 8 aͤußer⸗ 
lichen Ecken unter denen fie liegen, und hieraus ift unmittel⸗ 
bar klar, daß jedes moͤgliche ſphaͤriſche Dreieck, welches den 
allgemeinen Bedingungen ($. 183) entſpricht, ein Polardreieck 
haben muͤſſe, da durch jede 3 nicht in Einer Ebene liegende 
Linien ein Parallelepipedum beſtimmt iſt, deſſen Seitenflaͤchen 
auf dieſen Linien ſenkrecht ſind. 


197. Man nenne die Linien durch die Beruͤhrungs⸗ 
puncte die Traͤger der Flaͤchen, auf welchen ſie ſenkrecht ſind. 
Stellt man ſich nun vor, daß die Flaͤchen des Parallelepipe⸗ 
dums auf ihren Traͤgern beliebig vor und zuruͤckgeſchoben 
werden, ſo hat dies auf die Ecke als ſolche keinen Einfluß. 
Es iſt alſo die Bedingung des vorigen Satzes, daß die paral⸗ 
lelen Flaͤchen des Parallelpipedum gleich weit von einander 
abſtehen, gar nicht erforderlich, und es ſind immer die 8 
innerlichen durch die Träger beſtimmten ſphaͤtiſchen Dreiecke 
die Polardreiecke der aͤußerlichen Ecken des Parallelepipedum. 
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Vollkommene Beſtimmung der ſphaͤriſchen Dreiecke. 

198. Durch 2 Seiten und den eingeſchloſſenen Winkel 
iſt ein ſphaͤriſches Dreieck vollkommen beſtimmt. Sind naͤm⸗ 
lich die beiden Seiten unter dem gegebenen Winkel an ein⸗ 
ander gelegt, fo bleibt durchaus nichts mehr willkuͤhrlich. 
Die Zte Seite iſt durch die beiden freien Endpuncte ihrer 
Groͤße und Lage nach vollkommen beſtimmt. — Auf wel⸗ 
chem Theile der Kugelflaͤche die Conſtruction gemacht wird, 
und ob die 2te Seite an den einen oder an den andern Ends. 
punct der erſten angelegt wird, kann keinen Unterſchied machen, 
da ſich die Kugelflaͤche allſeitig gleich und aͤhnlich iſt. 

199. Durch eine Seite und die beiden anliegenden 
Winkel iſt ein ſphaͤriſches Dreieck vollkommen beſtimmt, da 
hierdurch die Lage der beiden uͤbrigen Seiten, mithin ihr 
Durchſchnittspunct auf der Seite der Winkel gegeben iſt. 

200. Ein ſphaͤriſches Dreieck iſt auch durch ſeine 3 
Seiten vollkommen beſtimmt, da 2 ebene Winkel uͤber einen 
dritten nur auf Eine Weiſe zu einem koͤrperlichen Winkel oder 
einer Ecke zuſammengelegt werden koͤnnen. Auch iſt klar, daß 
ſich 2 kleine Kugelkreiſe, durch deren Mittelpunct man einen 
groͤßten Kugelkreis gelegt hat, auf jeder Seite deſſelben nur 
Einmal ſchneiden koͤnnen. 

201. Ein ſphaͤriſches Dreieck iſt endlich auch durch 
feine 3 Winkel beſtimmt, denn durch die 3 Winkel find die 
3 Seiten des Polardreiecks, alſo (nach 200) auch die 3 Win⸗ 
kel des letztern, daher die Seiten des Hauptdreiecks gegeben. 

202. Dagegen iſt ein ſphaͤriſches Dreieck durch 2 Sei- 
ten und den der Einen gegenuͤberliegenden Winkel nicht immer 
vollkommen beſtimmt, ſondern es ſind aus den gegebenen 
Stuͤcken oft 2 Dreiecke moͤglich. 
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203. Eben ſo bleibt das Dreieck oft zweideutig, wenn 
2 Winkel und die dem Einen e Seite ge⸗ 
geben iſt. 

204. Dieſe Saͤtze laſſen f mit gleier Evibing wie 
die entfprechenden der Planimetrie erweiſen; es kann aber der 
Beweis dieſer von der ſphaͤriſchen Trigonometrie eben ſo wenig 
gefordert werden, als man den jener von der ebenen Trigono⸗ 
metrie fordert. Gleich beſtimmte Dreiecke ſind entweder con⸗ 
gruent oder ſymmetriſch. Im erſten Falle deckt das eine 
Dreieck das andere ſelbſt, im andern ſein Gegendreieck. 


Vergleichende Beſtimmungen. 

B 205. Wenn ein ſphaͤriſches Dreieck 2 

gleiche Seiten hat, ſo hat es auch 2 gleiche, 

dieſen gegenuͤberliegende Winkel; denn wenn 

man im Dr. BOD einen größten Kreis- 

5 Bogen BA ſo legt, daß er den von den 

0 X D beiden gleichen Seiten BC und BD gebil⸗ 

deten Winkel halbirt, fo find die beiden Dreiecke ABC, ABD 
gleich beſtimmt ($. 198), mithin auch C und D gleich. 

206. Da auch Winkel BAC = BAD, fo ift BA auf 

CD ſenkrecht, und da AC = AD, fo ſteht der Bogen, welcher 

den Winkel an der Spitze des gleichſchenkligen Dreiecks hal⸗ 

birt, auf der Grundſeite ſenkrecht und halbirt ſie. — Auch 

ergiebt ſich leicht, daß der Perpendikelbogen BA aus der 

Spitze des gleichſchenkligen Dreiecks die Baſis und den Mina 

kel an der Spitze halbirt; daß der Bogen aus der Spitze 

nach der Mitte der Baſis darauf ſenkrecht iſt; und daß der 

aus der Mitte der Baſis errichte Perpendikelbogen durch die 

Spitze geht und den Winkel halbirt, da durch jede dieſer 

Vorausſetzungen der naͤmliche Bogen BA beſtimmt ift. 


| 
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207. Das rechtwinklige Dreieck ABC enthält alle Städe 
des gleichſchenkligen entweder ganz, oder ihre Hälften. Die 
Aufloͤſung des rechtwinkligen Dreiecks iſt daher zugleich eine 
Aufloͤſung des gleichſchenkligen. ; 
208. Dasjenige Neben» 
vB dreieck eines gleichſchenkligen, 
welches mit ihm einen der 
„gleichen Schenkel (BD) gemein 
hat, hat 2 Supplementarſeiten, 
D und 2 Supplementarwinkel. 
Im ſphaͤriſchen Zweieck CBC'D ift naͤmlich DB -+ BC = 
CB--BC’—=180° und Winkel BDC’+-BO’D=BDC-+BCD 
=BDC'+BDC=180%. Nennt man ein ſolches Dreieck 
ein Supplementardreieck, ſo kann man den Satz ſo aus⸗ 
drücken: Das Nebendreieck eines gleichſchenkligen, welches 
mit ihm einen der gleichen Schenkel gemein hat, iſt ein Sup⸗ 
plementardreieck. Auch umgekehrt das Nebendreieck eines Sup⸗ 
plementardreiecks, welches mit ihm eine der Supplementar⸗ 
feiten gemein hat, ift ein gleichſchenkliges. — Supplemen⸗ 
tardreiecke werden eben ſo wie gleichſchenklige aufgeloͤſt. Auch 
laffen fih entſprechende Säge wie für das oleichſcenklige 
Dreieck dafuͤr aufſtellen ). 

209. Wenn in einem ſphaͤriſchen Dreiecke 2 Winkel 
gleich ſind, ſo ſind es auch die ihnen gegenuͤberliegenden Sei⸗ 
ten, und das Dreieck ¡ft gleichſchenklig. — Es fi C = D. 
Man conſtruire das Polardreieck und bezeichne daſſelbe. In 
dieſem werden nun 2 Seiten gleich ſein muͤſſen, naͤmlich 


Cc 


„) Viele Mathematiker nennen das Polardreieck auch Supple⸗ 
mentardreieck. Da dieſes aber bereits einen bequemen Namen 
hat, fo ſcheint es beffer den letztern Namen für das Nebendreieck 
eines gleichſchenkligen zu verwenden. 
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c=180°—C und d = 180— p, daher auch die ihnen 
gegenuͤberliegenden Winkel C= D, woraus denn ruͤckwaͤrts 
c= d folgt, weil e = 180 — C und d = 1800 — D. 

210. Wenn ein ſphaͤriſches Dreieck zwei ungleiche Winr⸗ 
kel hat, ſo liegt dem groͤßeren Winkel die groͤßere, dem klei— 
nern die kleinere Seite gegenuͤber. Auch umgekehrt ſteht der 
groͤßern Seite der größere, der kleinern die kleinere Seite 

R gegenüber. — Es fei D>C. Man 
nehme CDE = C, fo wird DE nothwen- 
dig innerhalb des Dreiecks BCD fallen, 
und die Seite BC irgendwo in E zwiſchen 
B und © treffen muͤſſen, und man hat 

- DE=CE (209). Da nun, wie in der 
e D Steereometrie gezeigt wird, 2 ebene Vins 
kel, welche mit einem dritten einen koͤrperlichen Winkel bilden, 
zuſammen groͤßer ſein muͤſſen als der dritte, fo ift BE-H-DE>BD, 
mithin auch BE+ECD>BD, d. h. BC>BD. — Der 
zweite Theil des Satzes folgt daraus, daß die beiden den 
ungleichen Seiten gegenuͤberliegenden Winkel weder gleich ſein 
koͤnnen (209), noch der groͤßern Seite der kleinere Winkel 
gegenuͤberſtehen kann. 

211, Sn jedem rechtwinkligen ſphaͤriſchen Dreiecke ift 
ein ſchiefer Winkel 
und die ihm gegen⸗ 
uͤberliegende Ka⸗ 
thete immer gleich⸗ 
artig, d. h. es ſind 
nothwendig beide 
entweder ſtumpf, 
oder beide ſpitz. — 
Es ſei in dem bei 


E 
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A rechtwinkligen Dreiecke ABC die Kathete AB< 90%, Man 
verlaͤngere fie, bis Ak = 90 und ziehe CE, welches auf AC 
ſenkrecht und ein Quadrant ſein muß, weil E der Pol von 
AC ifte Man hat alſo ECA = 90°, mithin BCA 90%, 
weil CB innerhalb des Winkels ACH fallen muß. Iſt daa 
gegen AF>90°, fo ift ACF>>ACH, d. h. FCA Y 90. 


212. In einem rechtwinkligen ſphaͤriſchen Dreiecke iſt 
die Hypotenuſe ſpitz oder ſtumpf, je nachdem die uͤbrigen 
Begrenzungselemente gleichartig oder ungleichartig find. — 
Es fei auch AC(=AEC)<90%, fo ift auch ABC ſpitz (211), 
mithin EBC ſtumpf, daher BE<CE (210) die Hypotenuſe 
von ABC alſo ſpitz. Eben fo im Dreieck A'BC, wo beide 
Katheten ſtumpf find. Nimmt man dagegen AF ftumpf, 
während AC ſpitz bleibt, fo ift im Dreiecke CFE der Winkel 
CFE ſpitz (211) während FEC, als Nebenwinkel von AEG 
ftumpf ift, daher CF>CE' (210) d. h. CFT>90° und 
ftumpf, — Hier ift nur von den Katheten die Rede ges 
weſen; da die ihnen gegenuͤberliegenden Winkel ihnen aber 
gleichartig find, fo gilt der Satz in völliger Allgemeinheit. 


213. Zieht man die Bogen, welche die Seiten eines rechte 
winkligen ſphaͤriſchen Dreiecks bilden, zu größten Kreifen voll aus, 
fo find die 8 zuſammengehoͤrigen Dreiecke, welche man fo erhält, 
ſaͤmmtlich rechtwinklig, und es finden ſich darunter ſtets 2 
Gegendreiecke, in denen die Katheten mit den ihnen gegen- 
uͤberliegenden Winkeln beide ſpitz, 2, in denen beide ſtumpf, 
alſo 2 Paar, in denen die Katheten gleichartig, und uͤberdies 
2 Paar, in denen die Katheten ungleichartig ſind. Da dieſe 
Dreiecke ſo von einander abhaͤngen, daß man durch Aufloͤſung 
des einen auch die übrigen hat, fo kann man ſich vorläufig 
auf das ſpitzwinklige Dreieck beſchraͤnken. 
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Aufloͤſung rechtwinkliger Dreiecke. 

214. Bisher haben wir uns mit allgemeinen und geo⸗ 
metriſchen Beſtimmungen beſchaͤftigt. Jetzt erſt kommen wir 
zu unſerm eigentlichen Gegenſtande, und betrachten zunaͤchſt 
das rechtwinklige ſphaͤriſche Dreieck. um hier Seiten und 
Winkel berechnen zu koͤnnen, muͤſſen außer dem rechten Win⸗ 
kel noch 2 Stücke gegeben fein. Bei ebenen Dreiecken mußte 
unter den gegebenen Stuͤcken immer eine Seite ſein; die bei⸗ 
den ſchiefen Winkel ergänzen einander zu 90° und galten daz 
her nur fuͤr ein Datum. Beides iſt hier nicht der Fall, ſon⸗ 
dern man kann ohne Unterſchied jede drei Stuͤcke in Frage 
ſtellen (F. 965). Da nun außer dem rechten Winkel noch 5 
Begrenzungselemente vorhanden find (3 Seiten und 2 Wins 


teh, fo erhält man 1 2.3 — 10 verfhiedene Fale. Diefe 


reduciren ſich aber auf 6 eigentlich verſchiedene. 
B 


215. Bezeichnen wir das 
bei A rechtwinklige Dreieck mit 
ABC und die den gleichnamigen 
Winkeln gegenuͤberliegenden Sei⸗ 
ten mit a, b, o, ſo laſſen ſich 
dieſe Faͤlle folgendermaßen an⸗ 
ordnen. — Es koͤnnen in Frage 
i c geſtellt fein: 

Erſter Fall: die 3 Seiten. Hier giebt es keine unter 
geordneten Faͤlle; es muͤſſen ſtets ſein: 
l El Fo 
Zweiter Fall: 2 Seiten und 1 Winkel. Hier fónnen 
die in Frage geſtellten Stuͤcke entweder 
die Hypotenuſe, Kathete und der eingeſchloſſene Winkel 


e WE 


2, a, b, C oder a, e, B 
oder die Hypotenuſe, Kathete und der Hp gegenuͤber⸗ 
liegende Winkel 
3, a, c, C oder a, b, B 
oder beide Katheten und ein Winkel 
4, b, e, C oder b, e, B fein. 
Dritter Fall: eine Seite und 2 Winkel. Hier kann die 
mit in Frage geſtellte Seite ſein entweder: ; i 
eine Kathete 
5, b, B, € oder c, B, C. 
oder die Hypotenuſe 
6, a, B, C. : 
Bon diefen 6 Fällen begreifen die 4 mittleren jeder 2 
untergeordnete durchaus nicht weſentlich verſchiedene Faͤlle 
unter ſich. 


216. Es ſeien die drei Wünkelhunet⸗ des bei A gë 
winkligen ſphaͤriſchen Dreiecks mit dem Mittelpuncte der Sus 
gel M verbunden. Man fälle von B ein Perpendikel BF auf 
MC; von F errichte man FE auch auf MG ſenkrecht, fo iſt 
BFE der Neigungswinkel der Ebenen BMC, und AMC, mit⸗ 
hin den ſphaͤriſchen Winkel bei C gleich. Legt man durch 
B, F und E eine Ebene, fo ift dieſelbe auf der Linie MC, 
mithin auf der Ebene AMC ſenkrecht, und da auch AMB ves 
gen des rechten Winkels bei A darauf ſenkrecht iſt, fo muß 
es auch ihr Durchſchnitt BE fein. Die Dreiecke BEF und 
BME find daher bei E rechtwinklig. 

Die Linien BF, TE, BE fallen ſtets in dasjenige rechtwinklige 
Dreieck, deſſen übrige Begrenzungselemente ſpitz find (213). Dieſes 
wird alſo eigentlich immer aufgelöft, und daraus die übrigen nach 
180 abgeleitet. Es laßt fic) aber, am einfachſten durch eine vollftäne 
dige Indurtion, leicht nachweiſen, daß die Formeln ſelbſt die Beſchaf⸗ 
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B fenheit des geſuchten Stüdes richtig ‚ans 
geben, wenn es durch die Data wirk⸗ 
lich beſtimmt iſt, und wenn man dieſen 

die richtigen Vorzeichen giebt. 

Yufg 1. Die Beſtandtheile des 
= fphärifhen Dreiecks ABC durch die ebes 
nen und Neigungswinkel der Ecke bei 

My IX 2 M einzeln anzugeben; z. B. a iſt das 

; Maaß des ebenen Winkels BMC etc. 

Aufg. 2. Die Seiten der Dreiecke BEF und MFE als Func⸗ 
tionen der Seiten und Winkel des ſphaͤriſchen Dreiecks, imgleichen 
den Winkel BFE =C und AMC=b durch diefe Functionen auszu⸗ 
druͤcken, wenn der Halbmeſſer der Kugel S1 geſetzt wird; z. B. 

ME r cos c, MF = cos a, FES ME sinb = cos c. sin b 


cos a. tang bz ee EE EE Gg etc, 


A MF cosa 
Vergleiche S. 31. ö 

217. Es ſeien nun werft die 3 Seiten a, b, e in Frage 
geſtellt. — In dem bei F rechtwinkligen Dreiecke MEF ift 


ME cosa 
cos AMC = ME = dos = 


cos b 


oder 
1, cosa = cos b. eos c. 


Die Gleichung lehrt eine beliebige Seite aus den beiden uͤbri— 
gen finden. Die geſuchte Seite wird ſpitz oder ſtumpf ge⸗ 
funden, je nachdem die beiden andern gleichartig oder ungleich- 
artig ſind, in Uebereinſtimmung mit 212. 

218. Es ſeien ferner die Hypotenuſe, die eine Kathete 
und der eingeſchloſſene Winkel in Frage geſtellt; a, b, C. 
In dem bei E rechtwinkligen Dreiecke BFE ift: 

FE 
BF 
mithin cos BFE = 


cos BFE = Es ift aber FE = MF. tang b = cos a. tang b 


cosa. taug b 


- = colga. tang b, d. h. 
sina 5 gb, d. h 


2, cos C = colg a. tang b. 
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Eben fo erhaͤlt man 
cos B = cotga .tang e. 

Es gilt für dieſe Formel die naͤmliche Bemerkung voie für 
die vorige, da B und b gleichartig ſind (211) 

219. Es ſei die Hypotenuſe, eine Kathete, und der ihr 
gegenuͤberliegende Winkel in Frage geſtellt a, e, C. Im 
Dreieck BFE hat man ſogleich 


BE dE sine 
sin BEE = Ge: d. h. ant = Ze 
oder 
Kun: 3, sinc = sin a. sin C 
und eben ſo 


siab = sin a. sin B. 
Wird hier ein Winkel oder eine Kathete geſucht, ſo entſcheidet 
fic) deren Beſchaffenheit (ob ſpitz oder ſtumpf) dadurch, daß 
ſie mit dem gegenuͤberliegenden Stuͤcke gleichartig iſt. Da⸗ 
gegen bleibt die Hypotenuſe zweideutig. 
220. Es ſind beide Katheten und ein Winkel in Frage 
geſtellt b, e, C. Im Dreieck BFE ift: 


tung BFE 3 aber FE = ME, sinb = cos e. sin b, 


FE? 
mithin ift 
g sin- s tang o 
tang BER mh d. h. 1008 5 
oder 
4, sinb = tango. cotg C 
und eben ſo ; 


ein e = lang b. cotg B. 
Hier kann nur fuͤr diejenige Kathete, welche dem mit in 
Frage geſtellten Winkel nicht gegenuͤberliegt, wenn ſie geſucht 
wird, eine Zweideutigkeit eintreten. Von den beiden andern 
ergiebt auch die Formel in Uebereinſtimmung mit 211, daß 
fie mit dem gegenuͤberliegenden gleichartig find, da sinb ſtets 
poſitiv iſt (25). 
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221. Es find beide Winkel 
und eine Kathete in Frage ge⸗ 
ſtellt, b, B, C. Da man zwar 
jeden einzelnen, aber nicht beide 
ſphaͤriſche Winkel zugleich in einem 
ebenen rechtwinkligen Dreiecke ha⸗ 
ben kann, ſo muͤſſen wir hier 
auf die fruͤhern Formeln zuruͤck⸗ 


gehen. Aus z ift: 
sin b = sin a sin B 
sine == sin a. sin C. Dividirt man, fo wird 


sinb sinB 


sio € sin O 
Hier ift die Function einer der Katheten, sinb oder sine zu 
eliminiren, indem man fie durd) die übrigen in der Formel 
ſchon vorhandenen Stúde ausdruͤckt. Subſtituirt man den 
Werth von sin € aus 4, fo wird 
tang b. cotg B 77 sinC 
woraus nach $,37 . 


b cos B 
cosb = 2 
sin © 


oder 
5, cos B = cos b. sin € 


und eben ſo $ 
cos C = cosc. sin B. 


Eine Zweideutigkeit kann hier wieder nur dann ftatt finden, 
wenn das unter der Functionalform des Sinus ſtehende 
Stuͤck geſucht wird. ui 

222. Endlich koͤnnen noch die beiden Winkel und die 
Hypotenuſe in Frage geſtellt werden, a, B, C. Aus 2 
bot man: 
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tangb = tanga.cosC und aus 4 
tang b = sine.tangB, daher 
sine, taug B = lang a. cos C. 
Hier iſt sine zu eliminiren, indem man es aus 3, durch a 
und C ausdruͤckt: 
sin a. sin C. tang B = tanga. cos C. y 
Man erhält hierdurch, wenn man nach $. 37, reducirt, 
6, cos = cotgB. cotg C. 
Die Beſchaffenheit des geſuchten Stuͤcks ergiebt ſich hier, 
wie es nach 212 auch ſein nr allemal ohne alle Zwei⸗ 
deutigkeit. 

223. Vergleicht man die Faͤlle, bei denen eine Zwei⸗ 
deutigkeit ſtatt findet, ſo ſieht man leicht, daß ſie nur dann 
eintreten kann, wenn die gegebenen Stuͤcke gegenuͤberliegende 
ſind. In dieſem Falle enthaͤlt naͤmlich dasjenige Nebendreieck, 
welches mit dem andern die gegebene Linie gemein hat (nach 
179 und 180), auch den gegebenen Winkel. Die Data ent⸗ 
ſcheiden alſo zwiſchen dieſen beiden Dreiecken nicht 

224. Wir wollen die gefundenen Formeln zur Aufloͤſung 
der rechtwinkligen Dreiecke hier nun zuſammenſtellen. 
Vergleicht man dieſe Formeln 
unter einander, ſo ſieht man 
bald, daß das auf der linken 
Seite des Gleichheitszeichens 
allein ſtehende Stuͤck ſtets durch 
das Sinusverhaͤltniß, und zwar 
bei den meiſten durch den Co⸗ 
ſinus eingefuͤhrt iſt. Nur die 
beiden Katheten b und e kom⸗ 

b. aden NEE men unter der Sunctibnalform ` 
Fe 068 Sinus vor. Setzt mna 
Graßmann Trigonometrie. G 


1, cosa = cos b. cos 0 
2, eos cotg a. tang b 
cos B cotg a. tange 

3, sine = ein a. sin C 

= sin a. sin B 
4, sin e = tang b. cotg B 
= tango. cotg C 

5, cos C = cos C. sin B 

cosB = cos b. sin C 
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ftatt der Katheten ihre Ergänzung zu 90°, fo wird die linke 
Seite der Gleichung ohne Ausnahme der Coſinus ſein. 


225. Die rechte Seite der Gleichung iſt ſtets ein Pro⸗ 
duct zweier Winkelfunctionen, welche in der Aften, Zten und 
5ten durch das Sinusverhaͤltniß, in der 2ten, Aten und Dien 
durch das Tangentenverhaͤltniß eingefuͤhrt ſind. Vergleichen 
wir die in den drei letztern in Frage geſtellten Stucke am 
Dreieck ſelbſt, ſo finden wir, daß ſie in ununterbrochener 
Folge an einander liegen, und daß das links ſtehende Stuͤck 
allemal das mittlere iſt, wobei jedoch der rechte Winkel A 
gar nicht als ein trennendes Stuͤck gerechnet werden darf. 
Noch bequemer uͤberſieht man dieſes, wenn man die Buch— 
ſtaben ohne das Dreieck, jedoch in ders 
ſelben Folge, in einen Kranz zufammen- 
ſchreibt. — In der 1ſten, Sten und 
5ten Gleichung liegen dagegen nur 2 
der in Frage geſtellten Stuͤcke beiſam⸗ 
men, das dritte, welches man auch 
hier das > mittlere nennen fónnte, liegt dagegen von beiden ge⸗ 
trennt. In der 1ſten Gleichung z. B. liegen b und e beiz 
ſammen, a liegt von beiden getrennt, und iſt das mittlere 
Stüd. ER 


226. Eine fernere Vergleichung lehrt, daß die Factoren, 
aus denen die rechte Seite der 1ſten, Zten und Sten Gleichung 
beſteht, meiſtentheils durch die Sinus eingefuͤhrt ſind, und 
daß nur die Katheten b und e als Coſinus darin vorkommen. 
Eben dieſe Stuͤcke aber waren es, fuͤr welche wir ſchon oben 
ihre Complemente zu 90° gebraucht haben. Geſchieht das 
auch hier, ſo beſteht die rechte Seite der Gleichung ohne Aus⸗ 
nahme aus dem Producte zweier Sinus. 
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227. Wenn endlich in der 2ten, 4ten und Gren Formel 
eben fo ftatt jeder Kathete ihr Complement, ſtatt ihrer Funes 
tion alfo die ihr coordinirte eingeführt wird, fo beſteht die 
rechte Seite wieder ohne Ausnahme aus dem Producte zweier 
Cotangenten. 


228. Hieraus ergiebt ſich alſo folgende allgemeine Regel 
zur Aufloͤſung der rechtwinkligen ſphaͤriſchen Dreiecke. 


. Man fege für die Katheten ihre Complemente zu 90°, 
fo ift der Coſinus des mittlern Stuͤcks gleich, 
dem Producte aus den Sinus der abgefons 
derten, und den Cotangenten der anliegen⸗ 
den Stuͤcke. 


Dieſe Regel, welche man die Neperſche nennt, umfaßt alle 
bei der Aufloͤſung der rechtwinkligen Dreiecke vorkommenden 
Formeln. 


Das Quadrantendreieck. 


229. Das Polardreieck eines rechtwinkligen ſphaͤriſchen 
Dreiecks muß eine Seite enthalten, welche den rechten Win- 
kel zu 180° ergänzt, d. h. einen Quadranten (193). Ein 
ſolches Dreieck wird ein Quadrantendreieck genannt. — um⸗ 
gekehrt iſt alſo auch das Polardreieck eines Quadranten⸗ 
dreiecks ein rechtwinkliges (192). 


230. Hiernach bedarf es zur Aufloͤſung der Quadran⸗ 
tendreiecke gar keiner neuen Formeln, indem man ſich ſtets der 
Formeln fuͤr das rechtwinklige Dreieck bedient, und dieſe auf 
dasjenige rechtwinklige Dreieck anwendet, welches das Polar⸗ 
dreieck des gegebenen iſt. Das gefundene Stuͤck hat man dann 

G 2 


noch von 180° abzuzie⸗ 
hen. — Es fei z. B. 
ABC ein Quadranten⸗ 
dreieck, BC Da der Qua⸗ 
drant, und ABO fein Po- 
lardreieck, fo ift A= 90“, 
weil a +A = 1800. 
Geſetzt es waͤren nun 
a A, B, C in Frage ges 

ſtellt, und es ſollte zwi⸗ 
ſchen dieſen Stücken eine Gleichung gefunden werden, ſo hat 
man in feinem Polardreieck a = 180° — A; b= 180% — B; 
c= 180 — C, und da (nach 228) cosa = eos b. eos e, fo 
wird cos (180 — A) = cos (180 — B). cos (180 — C) eder 
— cos A == cos B. cos C. — Nebenwinkel haben gleiche trig. 
Functionen, und unterſcheiden ſich, mit Ausnahme des Sinus 
und der Coſecante, nur durch das entgegengeſetzte Zeichen. 
Dieſes bleibt aber fuͤr die rechte Seite der Gleichung ohne 
Einfluß. — Es verſteht ſich, daß man beim Gebrauche das 
geſuchte Stuck ohne alles Vorzeichen einführt, indem feine 
Beſchaffenheit durch die Gleichung ſelbſt erſt ermittelt werden 
fol. Wenn in der obigen Gleichung alfo A zu ſuchen wäre, 
fo heißt fie cos A = — eos B. eos C. Die Nichtbeachtung 
dieſer Regel fuͤhrt zu allerlei Verwirrung. 

231. Es bleibt zwar am einfachſten ſich zur Aufloͤſung 
des Quadrantendreiecks des Polardreiecks zu bedienen, indeß 
hat es auch keine Schwierigkeit, die Gleichungen fuͤr daſſelbe 
unmittelbar aufzuftellen, fie gewiſſermaßen aus denen für das 
rechtwinklige Dreieck nur abzuleſen, und die Neperſche Regel 
für das Quadrantendreieck umzugeſtalten. 
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Neperſche Regel. 
Setzt man ſtatt der 


cos A — cos B. cos C 


2, cose = S cotg A. tang B 5 IR, 

? > 5 | Sunctionen für die dem Quas 
cos b = —cotgU, tang C i DE 
3 y i dranten anliegenden Winfel 

3, mE = sin A. sin C rt, SCH 
5 a 3 die ihnen coordinirten, fo ift: 
sin B Sin A. si 1. E 
i der Coſinus des mittlern 
4, sin =  taugB.cotgb „„ 
E E SS Stuͤcks gleich dem Pros 
n 4 5 duct aus den Sinus der 
5, cosc = cos C. sin b : 
abgefonderten, und aus 
en den Cotangenten der an⸗ 
6, cos A = coig b. cotge. 8 


liegenden Stuͤcke. Das 
Zeichen des geſuchten Stücks iſt negativ, wenn alle 3 
wiederhergeſtellten Functionen im 2ten Quadranten nes 
gativ werden. 


Es verſteht ſich, daß hier der Quadrant nicht als ein trene 
nendes Stuͤck gerechnet wird. 


232. Das gleichſchenklige Dreieck kann, eben ſo wie 
das Dreieck mit Supplementarſeiten, nach den Regeln für 
das rechtwinklige Dreieck aufgelöft werden, und bedarf es 
dazu keiner beſondern Regeln, ſondern bloß einiger Aufmerk⸗ 
ſamkeit, um die in Frage geſtellten Stüde auf das rechtwink⸗ 
lige Dreieck zu uͤbertragen, und das Gefundene wieder in das 
gleichſchenklige oder Supplementardreieck zuruͤckzuverſetzen. Sie 
bieten daher einen angemeſſenen Stoff zu Uebungen dar, und 
es wird genuͤgen hier einige Beiſpiele zu geben. 
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Betſpiel 1. 

Im gleichſchenkligen 
Dreieck BCD fei eie 
ner der gleichen 
Schenkel BC und 
die Baſis CD gege⸗ 
ben; man ſucht die 
uͤbrigen Stuͤcke. — 
Man fälle den Perpendikelbogen AB, fo kennt man im rechtwinkligen 
Dreiecke ABC, BC und AC = 20D. Sucht man nun den Winkel 
Q an der Baſis, fo find im rechtwinkl. Dr. BC, C und AC, alfo 
anliegende Stücke in Frage geſtellt und man hat nach der Neperſchen 
Regel cos C =cotg BC, tang AC. Wird L DBC geſucht, fo find im 
rechtwinkligen Dr. BC, AC und ABC=2DBGC in Frage geſtellt. 
Dies find abgeſonderte, und 40 iſt das mittlere Stuck. Man hat 
daher; nach der Neperſchen Regel sin AC = sin BC sin ABC oder 
$ sin} CD | 

sia BC ` 


sin¿CD=sinBC.sin¿DBC, woraus sin} DBC = 


Beiſp. 2. Im Supplementardreieck BC'D fei die nicht ſupple⸗ 
mentare Seite C“ D und der gegenuͤberliegende Winkel gegeben; man 
ſucht die übrigen Stuͤcke. — Man verlängere die Seiten CD und 
CB bis zu ihrem Durchſchnitte in C, und fälle aus B den Perpens 
dikelbogen AB, fo kennt man im rechtwinkligen Dreiecke ABC zuerſt 
AC=3CD =1 (180 CD) == 90 -, ferner ABC=4DBC= 
90 — 1 DBC’. Ban erhält, unter Anidendung der Neperſchen Res 
gel, wenn man zuerſt BC ſucht, sin AC=sinBC, sin ABC, woraus 


ein BC EN SE mithin sin BD = nie = = sin BC“. Auf 


ahnliche Weiſe findet man sin BCD DEE in BDC! Das 


Dreieck ift nicht zweideutig, wie es das rechtwinklige und gleichſchenk⸗ 
lige aus den entſprechenden Stuͤcken fein würde. Man erfindet fih leicht 
eine einfachere Bezeichnung, wodurch man die Stuͤcke des gleichſchenk⸗ 
ligen oder Supplementardreiecks auf das rechtwinklige Dreieck übers 
traͤgt und ſo in den Kranz ſchreibt (225). Man kann dann die 
Gleichungen aus dem rechtwinkligen Dreieck unmittelbar herleſen. 
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Einen ferneren Stoff zu Uebungen gewähren ſchon die erften 
Säge der Aſtronomie und mathematiſchen Geopraphie, unter denen 
auch Beiſpiele mit beſtimmten Zahlen nicht fehlen dürfen, 


1 ſchiefwinkliger Dreiecke mittelſt der 
rechtwinkligen. 
233. Wenn man aus der 

Spitze eines beliebigen Winkel⸗ 

puncts B eines ſphaͤriſchen Drei⸗ 

ecks BCD einen Perpendikelbogen 
, BA auf die gegenüberftehende Seite 
e x SES faͤllt, fo erhält man 2 rechtwink⸗ 
: lige Dreiecke, deren man fich zur 
Aufloͤſung des gegebenen ſchiefwinkligen Dreiecks bedienen 
kann. — Ob der Perpendikelbogen innerhalb des Dreiecks 
fallt, ob er alfo die gegenuͤberliegende Seite ſelbſt, oder nur 
deren Verlaͤngerung trifft, haͤngt davon ab, ob die beiden 
Winkel des Dreiecks, welche an der Baſis CD liegen, gleich- 
artig oder ungleichartig ſind (211). 

Da ſich 2 größte Kreiſe ſtets in 2 Puncten ſchneiden, fo giebt 
es eigentlich immer 2 ſupplementare Perpendikelbogen. Sind die 
Winkel an der Baſis gleichartig, ſo kann man ſtets den innerhalb 
des Dreiecks fallenden verſtehen, welcher kleiner oder größer als 900 
iſt, je nachdem die Winkel an der Baſis ſpitz oder ſtumpf ſind. Sind 
ſie ungleichartig, ſo nehmen wir ſtets den auf die Seite des ſtumpfen 
Winkels fallenden, welcher kleiner als 90“ iſt. 

234. Um nun mittelſt der beiden rechtwinkligen Dreiecke 
zur Auflöfung des ſchiefwinkligen zu gelangen, druͤcke man 
den Perpendikelbogen AB, welcher beiden gemein iſt, aus je— 
dem derſelben uͤbereinſtimmig aus, ſo jedoch, daß in dieſem 
Ausdrucke wenigſtens Eine Seite, oder Ein Winkel des Dreiz 
ecks BOD ift, und fege diefe Aus drucke einander gleich. Dies 
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kann, wie fich fehe leicht ergiebt, auf fünffache Reife geſche⸗ 
hen, naͤmlich: 


durch d und O und im andern Dreieck durchs und D 


G 


a 


CARAC „% D AND, 


d » ABC = e D D see ABD. 
d e A0 „ e „ 0 = AD 
Cs ABC ae 5 3 „ D = ABD, 


e 235. Man erhält dadurch 
folgende 5 Gleichungen, die wir 
nach den vorſtehenden Complexio⸗ 
nen durchgehen wollen, und die 
man am beſten als 5 


DN A D ausdruͤckt. 


Compl. à und C; sin AB S sin d, sin C = sin e. sin D, mithin 


1, sin e: sind = sin C:sin D. 


Compl, C und AC; sin AC = cotg C. tang AB, mithin 


daher 


tang AB = sin AC. tang C = sin AD, tang D, 


2, sin AC; sin AD = tang D: tang C. 


Compl. d und ABC; cos ABC = coig d. tang AB 


tang AB = cos ABC. taug d = cos ABD. tang c 


3, cos ABC: cos ABD = tang e: tang d. 


Compl. d und AC; cosd = cos AC. cos AB 


cosd cos e 
cos AC F cos AD 
4, cos AC: cos AD = cos d: cosc, 


cos AB = 


Compl. C und ABC; cos C = sin ABC . cos AB 


cos C cos D 
Ang En APD 
5, sin ABC: sin ABD = tos OG: cos D. 
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236. Hierbei ift die Lage der Theilſtuͤcke (CB, DA, 
CBA, DBA), wie ſie bei dem innerhalb fallenden Perpendikel 
erſcheint, als die poſitive angenommen. Die Winkel an der 
Spitze, und die Abſchnitte der Baſis erſcheinen hierbei, erſtere 
durch eine Drehung des größten Kreiſes um den nach B gehen⸗ 
den Kugeldurchmeſſer (175), letztere durch eine Schwenkung 
des Radius bis zum Perpendikel gegen das Dreieck hin 
erzeugt. — Fällt nun das Perpendikel außerhalb des Dreiecks, 
fo iſt der Sinn der Schwenkung von BD gegen BA der ent⸗ 
gegengeſetzte — von dem Dreieck hinweg — und das Product 
derſelben, der Winkel DBA und der Bogen DA muͤſſen daher, 
in Beziehung auf den angenommenen poſitiven Sinn der 
Schwenkung, als negativ betrachtet werden ($. 64— 66). Zu⸗ 
gleich ift der Winkel ADB der Nebenwinkel von D( BDC) 
und muß zum Ausdruck von AB im Dreieck ABD gebraucht 
werden. Beachtet man dieſe Verhaͤltniſſe, und giebt den 
Functionen der negativen Stuͤcke, ſo wie denen der Neben⸗ 
winkel die entſprechenden Zeichen ($. 77.), fo überzeugt man 
ſich durch eine vollſtaͤndige Induction leicht von der allgemei⸗ 
nen Guͤltigkeit der aufgeſtellten Proportionen. 


Aufg. 1. Es find die obigen 5 Proportionen für die Fig. BDC 
fo aufzustellen, daß jedes Glied fein zugehöriges Zeichen erhält. Bus 
gleich iſt anzugeben, in welchen Faͤllen die Lage eines geſuchten Theil⸗ 
fús durch die 3 Übrigen in der Proportion vorkommenden Stuͤcke 
beſtimmt iſt, und in welchen ſie unbeſtimmt bleibt. 

Aufg. 2. Es ift zu zeigen, wie man aus den Datis S. 198, 
99, 202 und 3 die fehlenden Stuͤcke des Dreiecks mittelft der 5 Prop. 

herbeiſchaffen kann. Es ift z. B., wenn in 198 bd gegeben find, 
AC, AB und ABC aus dem Oreieck ABC zu erhalten; ferner ift 
AD =b - AC; aus AB und AD erhält man dann c, D und ABD, 
woraus B= ABC ABD gefunden wird. — In den beiden letzten 
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Faͤllen (8. 202 und 3) iſt auf die beiden Figuren 235 Rückſicht 
zu nehmen. d 


Ueberſicht der verſchiedenen Fälle, welche bei der 
directen Aufloͤſung der ſchiefwinkligen ſphaͤriſchen 
Dreiecke vorkommen koͤnnen. 

237. Von den in $. 235 entwickelten Proportionen giebt 
nur die erſte Verhaͤltniſſe zwiſchen den Seiten und Winkeln 
des ſchiefwinkligen Dreiecks ſelbſt an. In den uͤbrigen kom⸗ 
men Theilſtuͤcke vor. Um nun Gleichungen zwiſchen den 
Seiten und Winkeln des ſchiefwinkligen Dreiecks ſelbſt zu 
erhalten, muͤſſen jene Theilſtuͤcke weggeſchafft werden. Dies 
geſchieht dadurch, daß man das eine durch das andere mit- 
telft des Ganzen (3. B. AD durch AC mittelſt b, naͤmlich 
AD =b— AC) ausdruͤckt. In der entſtehenden Gleichung 
ift dann nur noch Ein Theilſtuͤck enthalten, welches nun mit⸗ 
telſt der ungetheilten Seite und des ungetheilten Winkels aus 
dem rechtwinkligen Dreieck, in welchem es liegt, herbeigeſchafft 
werden kann. Die gefundene Gleichung iſt brauchbar, wenn 
nicht mehr als 4 Stuͤcke des Dreiecks darin vorkommen. 


238. Da in der Rechnung jedes fehlende Stuͤck eines 
Dreiecks einzeln gefucht werden muß, fo bleiben jedesmal, 
wenn das Dreieck durch 3 gegebene Stuͤcke beſtimmt iſt, 
eben ſo viele zu ſuchen uͤbrig. Geht man hiernach die Saͤtze 
198 — 203 durch, fo findet man, daß es für die Rechnung 
12 eigentlich verſchiedene aa giebt. — Sind nämlich) 
gegeben 

2 Seiten und der Swiſchenwinkel, ſo kann geſucht werden: 

4, einer von den beiden übrigen Winkeln, 
2, die dritte Seite; 
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eine Seite und die anliegenden Winkel: 
3, tine ber beiden. übrigen, Seiten, 
4, der dritte Winkel; 
die drei Seiten: 
5, einer von den Winkeln; 
die drei Winkel: 
6, eine von den Seiten; 
2Seiten und der Winkel, welcher der einen gegenuͤber liegt: 
7, die dritte Seite, 
8, der Winkel zwiſchen den gegebenen Seiten, 
9, der Winkel, welcher der andern gegebenen Seite 
gegenuͤberliegt; 
eine Seite ein anliegender, und der gegenuͤberliegende Winkel: 
10, der dritte Winkel, 
11, die Seite, welche zwiſchen den gegebenen 
Winkeln liegt, i 
12, die Seite, welche dem andern geg. Winkel 
gegenuͤber liegt. 

239. In einer Gleichung, welche die Aufloͤſung eines 
ſphaͤriſchen Dreiecks zu ihrem Gegenſtande hat, muͤſſen eben 
fo, wie bei ebenen Dreiecken (F. 96 sq.) 4 in Frage geſtellte 
Stuͤcke fein, und da jedes diefe: Stuͤcke als das geſuchte bes 
trachtet werden kann, ſo dient ſie zur Aufloͤſung von 4 Auf— 
gaben. Man uͤberſieht hieraus ſchon, daß 3 ſolcher Gleichun— 
gen zur Aufloͤſung der obigen 12 Aufgaben genügen koͤnnen. 

240. Da auch hier von den 6 Stuͤcken, die im Dreieck 
vorkommen, zwei, als nicht in der Gleichung enthalten, fehlen, 
ſo kann man ſich dieſer zur Aufſuchung der verſchiedenen 
Säle wie in der ebenen Trig. bedienen. Es koͤnnen aber 
fehlen: D 


entweder eine Seite und der ihr gegenuͤberliegende Min: 


% 
kel. — Die fehlenden Stüde trennen in dieſem Falle 
die in der Gleichung enthaltenen in 2 gleiche Gruppen. 


oder eine Seite und ein anliegender Winkel. Die in der 


Gleichung enthaltenen Stuͤcke bilden in diefen Falle nur 
Eine Gruppe. i 


oder 2 Winkel, oder 2 Seiten. In beiden Fällen bilden 
die in der Gleichung enthaltenen Stüde zwei MR 
Gruppen zu 3 und 1, 


B Anm. Zur leichtern Ueberſicht ftelle 

man ſich die ſaͤmmtlichen Stuͤcke in der 

Folge, wie ſie im Dreieck liegen, in einen 
Kranz zuſammen, wie nebenſtehend. 

; Aufg. Die obigen 4 Fälle für die in 

c der Gleichung enthaltenen Stüde wörtlich 

auszudrucken, und in Zeichen darzuſtellen. 

UI Bezeichnet man z. B. eine Seite mit s, 

einen Winkel mit w, und deutet ihre Lage durch die Stellung der 

Buchſtaben an, fo würden folgendes die 4 Fälle fein: \ 

"enne, 8WSW, 388W, WWWS. 


E 
a 


Die in Frage geſtellten Stuͤcke bilden 2 gleiche 
Gruppen. ; 
241. In dieſem Falle fehlen in der Gleichung eine 
Seite und der ihr gegenuͤberliegende Winkel; es ſind alſo in 
Frage geſtellt zwei Seiten und die ihnen gegenüber: 
liegenden Winkel. Die geſuchte Gleichung ſindet Zë in 
der Proportion ($.235 0.1) ſchon vor. Es war: 
sin e: sin d sin C: sin D 
d. h. die Sinus der Seiten eines ſphaͤriſchen Drei 
ecks verhalten ſich wie die Sinus der gegenuͤber⸗ 
liegenden Winkel. 
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242, Man kann die Rela⸗ 
lation zwiſchen den Seiten und 
den ihnen gegenuͤberliegenden Win⸗ 
keln auch fo ausdrucken: 

sin b sine sind 
(O aB T ac ED 
D A p d. h. der Quotient des Si⸗ 
nus einer Seite durch den Sinus des ihr gegen⸗ 
überliegenden Winkels ift für ein und daffelbe 
Dreicd eine beftändige Größe. 


243. Von den 4 in der Gleichung vorkommenden Gròs 
ßen kann eine jede durch die 3 úbrigen mit gleicher Leichtig⸗ 
keit ausgedruͤckt werden. Es ſind daher, da je 2 derſelben 
gleiche relative Lage haben, 2 Aufgaben ($. 238 n. 9 und 12) 
durch dieſelbe geldft, Die Formeln find: ` 


sin D. sine 


C 


sin G = a $. 238 n. 9 y 
din d. sin i 
sin o e eh $.238 n. 12. 


Ob das Dreieck zweideutig fei oder nicht, und ob man im 
letztern Falle den zum Sinus gehörigen ſpitzen oder ſtum⸗ 
pfen Winkel zu nehmen hat, erkennt man am bequemſten, 
wenn man den Perpendikelbogen zwiſchen den nicht in Frage 
geſtellten Stuͤcken zieht, und nun alles nach 9. 211, 212 
beurtheilt. 


Aufg. Wenn man, wie vorſtehend, jedes Stuͤck des Dreiecks 
durch das ihm gegenuͤberſtehende, und noch durch 2 andere gegen⸗ 
überftehende Stuͤcke ausdruͤckt, fo erhält man für jede Seite, und 
eben fo für jeden Winkel 2 Ausdrucke, zuſammen alfo 12 Gleichun⸗ 
gen, Es ſollen dieſelben geordnet aufgeſtellt werden. So iſt 
sin c. sin B sin d. sin B 


und sin b 


sinb = ind zin B ele. 


110, 


(Man fchreibt fi e in der Ordnung, wie man Ve in der Proportion 
lieſ't.) 


Die in Frage geſtellten Stick bilden nur Eine 
Gruppe. 


244. Aufg. Es fehlen in der Gleichung eine Seite, 
und der ihr anliegende Winkel; es ſind alſo in Frage geſtellt 
zwei Seiten, der zwiſchenliegende, und ein gegen⸗ 
uͤberliegender Winkel. Man ſoll eine Gleichung zwi⸗ 
ſchen dieſen in ununterbrochenem Zuſammenhange ſtehenden 
Stuͤcken aufſtellen. 

245. Vorbereitung. Nach der h. 237 gewieſenen 
Methode ſoll man die in Frage geſtellten Stuͤcke ſo legen, 
daß fie durch den Perpendikelbogen nicht getheilt find. Die 
fehlenden Stuͤcke werden daher, fo weit es angeht, die ger 
theilten fein muͤſſen. Aber der Perpendikelbogen theilt jedes⸗ 
mal eine Seite, und den ihr gegenüberliegenden Winkel, und 
da hier eine Seite, und der ihr anliegende Winkel fehlt, ſo 
muß nothwendig eins der getheilten Stuͤcke mit aufgenommen 
werden. — Zieht man den Perpendikelbogen von B auf b, 
ſo kann man entweder B mit einer anliegenden Seite, oder 
b mit einem anliegenden Winkel in der Gleichung fehlen laf- 
fen. — Mit den in Frage geſtellten Stuͤcken verfaͤhrt man 
dann nach 237. — Eine aͤhnliche Vorbereitung muß fuͤr 
die folgenden Aufgaben ſtatt finden. 

B 246. Es feien nun c, D, 
b, C die in Frage geſtellten Stuͤcke. 
Von dieſen iſt b durch den Per⸗ 
pendifelbogen BA getheilt, und 
beſteht aus AC AD. Man wird 
dadurch auf die Gleichung $, 235 


111 


u. 2 geführt,» und behalte dasjenige Theilſtuͤck AD bei, welches 
mit der gegebenen Seite e in demſelben rechtwinkligen Dreieck 
liegt, das andere Theilſtuͤck AC druͤcke man durch b — AD 
aus. Hat man dann die Gleichung ſo weit reducirt, daß 
AD nur unter Einer Functionalform vorkommt (wo moͤglich 
unter der der Tangente), fo druͤcke man AD nach der Neper⸗ 
ſchen Regel durch o und D aus, und ſubſtituire den gefun⸗ 
denen Ausdruck für die Function von AD, wodurch e mit in 
die Gleichung gezogen wird. 


247. Aufl. Aus 9. 235 0,2 ift, wenn man AC= 
b—AD ſetzt: 
sin (b - AD): sin AD = tang D: tang C 
(sin b. cos AD — cos b. sin AD) : sin AD = tang D: tang C. (F. 12) 
Dividirt man die beiden erſten Glieder der Proportion mit 
sin AD, um AD unter Eine Functionalform zu bringen, fo wird: 


sinb 
LK ID ») 1 = taag D: Je 


Nun ift im rechtwinkligen Dreieck ABD, wenn AD, D und e 
in Frage geſtellt ſind: i a 
cos D = cotge.tangAD 
mithin 
tang AD = cos D. tang c. 
Subftituirt man dieſen Werth in die obige Proportion, fo 
wird: 
sin b ) 
— 1 = tang D: 
5 cos h): 1 = lang D ; tang C, 
oder 
(siu b. cotg e — cos h. cos D): cosD = tang D: tang C (F. 4) 
Hieraus erhaͤlt man die geſuchte Gleichung 
sio D sin b . cotg c, tang C eos b. cos D. tang C (F. 7.) 
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welche man auch unter die Form ſtellen Long 
sin D. cotg C- cos b. cos D = sin b. cotg c. 

248. Aus dieſer Gleichung kann man nun diejenigen 
Stuͤcke, welche darin nur unter Einer Functionalform vors 
kommen, leicht allein ſchaffen, und durch die uͤbrigen aus⸗ 
druͤcken. Dies ſind e und C, und man erhaͤlt: 
— 50D. cotg CT eos b. cos D 


RT sin b E 
ee O sin b. cotg c — cos b.cosD (B). 


sin D 

Die Gleichung (B“) lehrt aus einer Seite und den beiz 
den anliegenden Winkeln eine der beiden uͤbrigen Seiten zu 
finden ($. 238 n. 3). Die Gleichung B aus 2 Seiten und 
dem eingeſchloſſenen Winkel einen der beiden andern Winkel 
zu finden ($. 238 u. 1). 

249. Richtet man den Blick auf die in der Runde ge⸗ 
ſchriebenen Elemente, ſo bemerkt man leicht, daß von den in 
Frage geſtellten CbDe die hier gefundenen, C und e, die 
Grenzſtuͤcke ſind. Entwickelt man Gleichungen, um auch die 
Mittelſtuͤcke b und D durch die uͤbrigen auszudruͤcken, ſo fal⸗ 
len diefe, fehe zuſammengeſetzt aus, indem dazu die Aufloͤ⸗ 
ſung einer unreinen quadratiſchen Gleichung erforderlich iſt. | 

Aufg. 1. Die ſaͤmmtli⸗ 

chen durch Vertauſchung der 
Seiten und Winkel moglichen 
Variationen der Formeln (B) 
und (3) aufzuſtellen. Man 
leſe, mit B anfangend, von je⸗ 
dem Winkel aus erſt links, dann 
rechts in dem Kranze herum, 
und ſtelle fuͤr die erhaltene Coms 
plexion die entſprechende Glei⸗ 
chung für den Winkel auf. — Eben fo verfahre man mit den Seiten. 
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Aufg. 2. Man betrachte cBdC als die in Frage geſtellten 
Stuͤcke, laſſe dem Perpendikel ſeine Lage, und entwickele die obigen 
Formeln, mittelſt der Theilſtuͤcke des Dun. B, u einem aͤhn⸗ 
lichen Wege. 


Die in Frage e Stuͤcke bilden 2 a 
Gruppen. 
| 250. Aufg. Es fehlen in der Gleichung 2 gleichartige 
Stucke, mithin find in Frage geſtellt 4 Stuͤcke, von denen 3 
beiſammen liegen, und das 4te durch nicht in Frage geſtellte 
Stuͤcke getrennt iſt. Es koͤnnen demnach die 3 Seiten und 
ein Winkel, oder die 3 Winkel und eine Seite in Frage ge⸗ 
ſtellt ſein. Es ſollen fuͤr dieſe Faͤlle Gleichungen aufgeſtellt 
werden. À 
251. Aufl. Es fein bedD 
in Frage geſtellt und b durch das. 
Perpendikel getheilt in AC und AD, 
Man wird dadurch auf $. 235 n. 4 
hingewieſen. Setzt man für AC ſo⸗ 
gleich b — AD, fo ift: 
S D A D cos (b — AD): cos AD = cos d: eos e, 
woraus 
cos AD. cosd = cose (cosh. cos AD I- sin b. sin AD), 


oder 
cos d = cosb. cosc- sin b. cos c. tang AD. 


Nun ift im rechtwinkligen Dreieck ABD, wo AD, D und e 
in Frage geſtellt find, nach der Neperſchen Regel 
cos D = cotge.tangAD, mithin tang AD = cos D. tang e 


daher 
cosd = cos h. cos CE- sin b. sin e. cos) (O) 


252. Sind dagegen BCDd in Frage geſtellt, fo wird 
durch das Perpendikel BA der Winkel B in die beiden Stuͤcke 
Graßmann Trigonometrie. „ D 
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ABC und ABD getheilt, und man wird auf die Proportion 
235 n. 5 hingewieſen. Man hat aus derfelben 
cos D. sin ABC = cos C. sin (B — ABC) 
cos C. sin B. cos ABC —cosC. cos B. siu ABC 
mithin 5 i 
cos D = cos C sin B.cotg ABC - cos C. eos B. 
Im rechtwinkligen Dreieck ABC ift nun nach Nep. Reg. 
cos d = cotg C. cotg ABC, daher cotg ABC = cos d. tang C, 
daher (F. 7) 
«cos D = sin B. sin C. eos d c B. co (D). 

253. Dies ſind die beiden in der Aufgabe geforderten 
Gleichungen. Die erſte (C) iſt ſogleich für den Fall ent⸗ 
wickelt, wenn man aus 2 Seiten und dem Zwiſchenwinkel 
die 3te Seite (5. 238 u. 2); die andere (D), wenn man aus 2 
Winkeln und der Zwiſchenſeite den Sten Winkel ſucht (238 n. 4). 

Blickt man auf die in die Runde geſchriebenen Elemente, ſo 
ſieht man, daß das hier entwickelte Glied in der Complexion 
das abgeſonderte iſt. 

254. Auch das Mittelglied 
der groͤßern Gruppe kann, da es 
nur unter einer Functionalform 
vorkommt, leicht herausgeſtellt wer⸗ 
den. Man erhält dadurch aus (C) 
cos d — cos b. eos 

ee 


€ DO A D cosD = 
Aus (D) ift 


cos d = cos D+ cos B. cos C 


sin B.sin C 
Hierdurch find die Aufgaben, aus den 3 Seiten eines Dreiecks 
einen Winkel, — und aus den 3 Winkeln eine Seite zu 
finden geloͤſt (F. 238 0.5 und 6). — Die beiden Grenz 


(D°). 
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ſtuͤcke der größern Gruppe lafen fich wieder nicht ohne Bile 
dung einer quadratiſchen Gleichung allein ſchaffen. 


Aufg. Die 4 hier fuͤr eine Seite oder einen Winkel 
aufgeſtellten, und mit (C) (D) (C^) (D bezeichneten Formeln 
auch fuͤr die uͤbrigen Seiten und Winkel geordnet aufzuſtellen. 

255. Um in dem Falle, wenn von 4 zuſammenhaͤngenden Stüden 
eins der beiden mittlern (§. 249) oder bei 2 ungleichen Gruppen ein 
Grenzſtuͤck der größeren Gruppe (S. 254) geſucht wird, zum Ziele zu 
gelangen, koͤnnte man ſich der durch den Perpendikelbogen gebildeten 
rechtwinkligen Dreiecke bedienen. Es werde in der Complexion CbDe 
zuerſt b, dann D durch die drei übrigen geſucht. Man erhält: 
sin AD tang D 


tang C (235 n. 2), 


iang AD = cos D. tange unb sin AC = 


woraus - 
b=AC+AD (238 n. 11). 


Im zweiten Falle müßte der Perpendikelbogen von D aus gefällt 
werden. Um die Figur beibehalten zu koͤnnen, aͤndere man die 
Complexion in Cd Be, und hat nun um B zu finden; 


cotg ABC cos d. tang C 


und 
Sos ABD und O35 A, 3), 
tangc. 
woraus 


B=ABC+ABD (238 n. 8). 


Wenn bei 2 ungleichen Gruppen das geſuchte äußere Stuͤck der grós 
ßern Gruppe eine Seite iſt, ſo hat man z. B. in der Complexion 
bcd D, wo bDe beifammen liegen, b durch folgende Gleichungen 


cos AD. cos d (235 n. 4), 


tang AD = cos D.tangc und cos AC SSC 


woraus 
b=AC+AD (238 n. 7). 


Iſt das geſuchte äußere Stuͤck ein Winkel, wie B in der Complexion 


G,;BcD, fort 
' KR sin ABD. cos C 


cotg ABD cos o, Lang D und sin ABC sh (235 n. 5), 


woraus E 
l B=ABC+ABD (238 n. 10). 


H 2 
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Aufg. Die obigen 4 Aufföfungen dadurch unter eine andere 
Form zu ſtellen, daß man das zuerſt gefundene Theilſtüͤck mit p, 
und das geſuchte Stuͤck (x) des Dreiecks mit * — 9 bezeichnet. Die 
erſte Auflöſung würde nun fo lauten: Man ſetze tang p = cos D. lang c, 
sinq -tang D 


— etc, 


fo -ift sin (bg) = 1 


— 


Umwandlung dieſer Formeln zur bequemern 

logarithmiſchen Bearbeitung. 

256. Von den obigen für das ſchiefwinklige ſphaͤriſche 
Dreieck gefundenen Formeln hat nur die erſte (A) $. 242 eine 
ſolche Geſtalt, wie man ſie zur logarithmiſchen Bearbeitung 
wuͤnſchen muß. Den Formeln (C) und (D^) ($. 254) läßt 
fich eine ſolche geben, wenn man fie von 1 fubtrabirt, und 
zu 4 addirt. Es ift nämlich aus (C) 
lea ERT cosd- cos b cose sin 1 19 cosd Loch, cosc 

sin b. sine e sin b. Sine 
deu? De = D b. cos cP sinib 0 cosd 
” “siu be sin e 


cos (b— e) — cosd F. 14 und 21 

op Siu b. sine y 

Sin. I k di 
EE sing (b-—c-+-d) sin (bed) F. 34 


Sin b. sin e 


148955 a 1 — become i sin N deem b. cos 0 
Sin b. sine sin b. sin c 
cos d — (cos b. cos e — sin b. sin c) 
sin b. sin e 
— 08 d — cos (b gc) 5. 13, 22 


sin b. sin e 


2 cos 3 D? = 


(2) cos f De = sin š (b e d) sin z (be —-d) F. 34 


sin b. sin e 


Aus dieſen beiden Formeln erhält man durch Diviſion: 
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x sin 4 (b— e- L d) sing (—b-4e-4d) 
2 tang 4 D = sl EE sin (bed) > 


n nn. 1 N 
ang z D / ( - -— 
sin 2 (bre d). sio z (b Pe- 

Aufg. 2. Dieſe Formeln entſprechen den Formeln 81 bis 83 der 

ebenen Trigonometrie. Man fol einen Ausdruck für sin D ſuchen, 
um zu ſehen, ob dieſer der Formel 84 entſprechen werde. 

Aufg. 2. Die Formeln (1) — 63) auch für die Winkel B und 

€ aufzuftellen, welches durch bloßes Weiterruͤcken der Buchſtaben ge⸗ 

ſchehen kann. 


, 27. Setzt man ENN e phi d= p—2deten 
und man: erhält: 
tang g D. = y (ner p bein (K-. 


sin} P. sin (gp d) 
Hat man alle 3 Winkel zu ſuchen, ſo bezeichne man die Logarithmen 
der Functionen mit einfachen Symbolen, etwa log sin (Lp —b) mit 
X, log sin (àp -o) mit Y, log sin (Ip d) mit Z, log sin ip mit 
8, und es fi XHY+Z—S—P, fo wird 


log tang} B = (Y TZ X S) = Ab 
log tang} C = (X +Z =Y — S) = TRR —Y 
logtang3D = (XYZ ¿P=Z, 
Hiernach laßt fih die Rechnung beguem re 
Beiſp. 
p = 680 12+ 
4p = 34° Gr 
Es feib = 20° 37°), 
e=3114% Data P —17,8028031 
d= 16° 26“ EP = 8,9014015 
7p b = 13 347; log sin (£p —b) = 9,3702847 = X 
3p—c= 252%; log sin (4 p e) = 8,6990734 = Y 
2p — dg 47% 40; log sin (1 p — d) = 9,4821283 = Z 
H. E. log sin $p = 0,2513167 = 10—8 
3B=18%45'48,453 og tangz B = 9,5311168 =P—X 
20 = 570 5317,%8 1: log tang 1 C = 0,2023281 = s Ba 


2D = 14° 42 46,” 8; log tang D = 9,4192732 =3P —2. 


* — 
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258. Durch ware Ve? Behandlung der Bn? (D’) 
erhält man: 


insg ee EG. Des (B+C —D) 

e sin B. sin C 

cos 1 q2 — BCA. cos ¿(—B+C+D). 
iii sin B. sin C 


PE EE EE 
cos 3 (B — CD). cos 2 ( BCD) 

Hier fuͤhren der erſte und letzte Ausdruck nicht auf imaginaͤre 
Werthe für den Coſinus und die Tangente, da BEC HD 180, 
3(B4-C-ED)> 90° ift (5. 187). cosf (B CAD) ift, als 
Coſinus eines ſtumpfen Winkels, an ſich negativ, und wird 
durch das vorgeſetzte Minuszeichen erſt wieder poſitiv. Um 
indeß das Minuszeichen zu befeitigen, und alles durch die 
Sinus auszudruͤcken, kann man ſich der Gleichungen (Eb. 
T. §. 78) 

cos x = sin(x-+-90%) und O 909) 
bedienen, und erhält 
(4) sagde E +D-180°). 050 


` sin B, sin C 
(5) cosłd? = sint(B-C+D-+180°) .sinz(-B+C+D+180°) 
E sin B. sine 
(6). tang én = EE) 
ie sinz(B-C+D+180°). sinz(-B+C+D+180°)' 


Aufg. Die Formeln (4)—(6) auch für die Seiten b 
und e auszudruͤcken, imgleichen Formeln für den Sinus einer 
Seite durch die 3 Winkel zu nalen; 


259. Druͤckt man die Formeln (1) und (2) $. 256, 
wie in Aufg. 2 gefordert ift, auch für die Winkel B 


und C aus, und multiplicirt dann je 2 mit einander, ſo er⸗ 
haͤlt man: 
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sin 402, sin 1 D = i ie 
sin (bed). sin (b+c-d). sinz(- b 0 0 sin 20 6400 


Sin b sin d sin d. sin b. sinc ' 


eb e G. ‚sin; (b- c+ d). sin 3 (b To- d) pola) 


Sin b sin o. sind > 
= in (Eb teth? ein 1 B=. 
sinb? ` 


Zieht man nun die Quadratwurzel aus, bringt sin z B auf 
die linke Seite, und verfaͤhrt mit den uͤbrigen Producten eben 
ſo, ſo wird: 

sin 3 C. sinz D = be 


Ze sin SD sin b 
9 cos E C. cos 2D sing (b Ce- d) 
d sin B 1 sinb 

3 eos 2 C. sin SU Sin 2 (b — ed) 

j siB T sinb ; 
4 sin 3 C. cos 30 sin (b Ce- d) 
E cos ZB an sin b > 


Auf Ähnliche Weiſe erhält man aus den Formeln 4 und 
5, $ 258, LS 
in e. ein Ed sin (B +C+4D—180°) 


$: cos 2b sin B f 
6 cos Fe. cos z d ds d EE 
` eosih 57 dia 
7 Sin Z e. cos d sinz (B — C4 418059) 
` Sin Zh 1 7 siùB dE 
cos Ke. sin d. sin (BEC -D 180°) 
VT 


260. Wenn man die Gleichungen 1 und 2 des N 
$. addirt, fo wird 
cos ¿0.cos 3D +sin ¿C.sinzD 8020 sio ¿(b404d)+sioz(—b+c4+d) 
ein z B ; siu b , 
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cos3(C— Di _ sinz Sinz [(c4-d)-b]-Esin il pa 

sin¿B- sinb ` 

ein (e d). cos 3 b 
T 20 t 952 Kë D: E 
eos; (C — D) — sinz(e+d) 
singB sin ib 3b b 

Subtrahirt man die Gleichung 1 von 2, und addirt und ſub⸗ 
trahirt auch die Gleichungen 3 und 4, ſo wird, wenn man 
die erhaltenen Gleichungen mit Einſchluß der vorigen als 
Proportionen ſchreibt, nach geſchehener Reduction 

1. sin 2 b: sin 2 (c4d) = sin g B;: cos 4 (C D) 

2. cos 2 b: cos 3 (gd) = sin ein) 

3. sinzb:sin;(e—d) = cos 2B; ein 3 (C- D) 

4. cos 3b: cos 3 (e — d) = U 
Die beiden erften find der F. 94 der eb. Tr. analog, und 
vertreten dieſelbe in der ſphaͤr. Tr. — Die beiden letzten 
vertreten eben ſo die F. 95. Sie fuͤhren den Namen der 
Gaußiſchen Gleichungen. — Aus den Gleichungen 5—8 
erfolgen ſie eben ſo. 

61. Dividirt man von den unmittelbar vorſtehenden 
Gleichungen 3 durch 1, 4 durch 2, 3 durch 4, und 1 durch 
2, ſo wird: j i 

1. sin 2 (o- d): sin š (e d) = cotg¿B:1a0g3 (C—D) 

2. cos (e- d): coͤ 3 ( -d) = cotg zB: tang 32 (0＋ D) 
3. sin 2 (CFD): sin 3 (C — D) = tang 2 b: tang 3 (c— d) 
4. cosi(C+D):cosz(C—D) = tang3b:tang 2 (c d) 
Sie heißen die Neperſchen Analogien. Die beiden erften ver 
treten F. 78 der ebenen Trig. — Man kann ihnen, wenn 
man zwiſchen den 4 Gleichungen des vorigen $. vollſtaͤndig 
combiniet, durch Divifion von 1 durch 4 und von 3 durch 
2, noch folgende beifuͤgen: 


F. 14 


daher 
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5. ugs b. D "dat 
sin 3 (c — d) 3 ( — -D) 
6. taugzb: S cos(c Fd) = cotgz . e 


Faͤllt man im Dreieck BCD den Pers 
pendikelbogen BA, nimmt AE = AC und 
zieht BE, ſo iſt BCE gleichſchenklig, AC 
und AD find die Hoͤhenabſchnitte, DE ihr 
Unterſchied. Wendet man nun die Neper: 
ſchen Analogien auf das Dreieck BDE an, 

C A 1 D fo erhält man aus 3 und 4, wenn man 
DE =£ fest, da BED=180° —C, nach 
yi: Reduction: 
cos (C -P): cos (C +D) = tang} p: tang CE 
sin (C — D): sin 4 (C+ D) = tang } f: tang g (c +d). 
Sie koͤnnen gebraucht werden, um aus 2 Winkeln, und dem Unters 
ſchiede der Hoͤhenabſchnitte auf der zwiſchenliegenden Seite, die beiden 
Seiten des Dreiecks zu finden. — Aehnliche Formeln ergeben ſich aus 
1 und 2, wenn aus den beiden Seiten e und d und dem Unterſchiede 
der Winkel ABD - ABC = EBD die den gegebenen Seiten gegen⸗ 
überliegenden Winkel C und D geſucht werden. — Mit ee 
der Gaußiſchen Gleichungen ergiebt fih noch 
tang z b. tang z 6 = tang g (o d). tang z ed) 
cotang-t B. tang (EBD) = tang } (C+D).tang},(C—D) 
deren Ableitung zu ſuchen ift. 


262. Bei Aufloͤſung der Dreiecke, wenn keine andern 
Stuͤcke als Seiten und Winkel derſelben in Frage geſtellt 
ſind, kann man ſich mit ſehr wenigen Formeln behelfen. 
Wir waͤhlen dazu folgende 3: 

sinb sine in d 
ern BZ? 


ët 2 sin #(—b+c-Hd) sin 4 (b—c-+d) ` 
ZE W e e 


122 


1. ee = cotg 23 B: tangł(C— D) 

“feosz (e- Fd): cos 4 (% - d) = cotg¿B:tang 3(C-+D). 
Die erſte bezieht ſich auf den Fall, wenn die in Frage ge⸗ 
ſtellten Stuͤcke 2 gleiche, die andere, wenn fie 2 ungleiche, 
die dritte, wenn ſie nur eine Gruppe bilden. Die beiden 
Neperſchen Proportionen in III. erhalten zwar 5 in Frage 
geſtellte Stuͤcke; dies hindert jedoch ihre Brauchbarkeit nicht, 
gewaͤhrt vielmehr den Vortheil, daß man ſtatt des Einen ge⸗ 
ſuchten Stuͤcks nebenbei noch ein anderes findet. So wie 
ſie hier ſtehen, lehren ſie unmittelbar aus 2 Seiten und dem 
eingeſchloſſenen Winkel die beiden ‚übrigen Winkel durch ihre 
Summe und Unterſchied finden. 


263. Um mit dieſen Formeln fuͤr alle Faͤlle auszu⸗ 
reichen, muß man ſie zunaͤchſt auf das Polardreieck anzuwen⸗ 
den wiſſen, wo man es dann mit lauter Supplementar = Ele- 
menten zu thun hat, und uͤberall ſtatt der Seiten Winkel, 
ſtatt der Winkel Seiten erhaͤlt. Man habe z. B. die Formel 
II., und wolle aus den 3 Winkeln eine Seite berechnen, ſo 
nehme man aus den 3 Winkeln B, C, D, die 3 Seiten b, 
c, d, des Polardreiecks, fuhe nach II. den Winkel, welcher 
der geſuchten Seite gleichnamig iſt, ſo iſt dieſe deſſen Sup⸗ 
plement. — Die Rechnung mittelft des Polardreiecks iſt 
faſt eben ſo bequem als die directe. Die Formeln fuͤr die 
letztere, wenn Seiten und Winkel gegenſeitig vertauſcht ſind, 
finden ſi ſich §. 258 n. 6 und 261, n. 3 und 4. Wit heben ſie 
hier noch einmal heraus: 

sinz(B+C+D-180°) sin 5 (B+C-D4 180 
de iang Ad Wee 

1 : sin 2 (C — D) = taugz be tang 3 (c— d) 

cos 3 (C-＋E D/ ce (C-) = tang jb: tang (e d). 


1 
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264. Die Formel III. und die daraus abgeleitete F. V. 
dient zugleich um die fehlenden Stuͤcke zu finden, wenn 2 
Seiten, und die ihnen gegenüberliegendeu Winkel bekannt 
ſind. Giebt es alſo unter den Datis zwei gegenuͤberliegende 
Stuͤcke, wo man dann das dem dritten Dato gegenuͤberlie— 
gende aus J. leicht finden kann, fo laͤßt fih nun auch jedes 
der noch übrigen fehlenden Stuͤcke herbeiſchaffen. 

Aufg. 1. Es ſollen die vorſtehenden Formeln fuͤr den 
logarithmiſchen Gebrauch mit allen ihren Variationen zuſam⸗ 
mengeſtellt werden, und zwar unter folgenden Rubriken: 

Aftes Syſtem: Zwei Winkel und die ihnen gegenuͤberlie— 

genden Seiten. Die Gleichungen finden ſich in Aufg. 

$. 243 ſchon vor. 

2tes Syſtem: Ein Winkel durch die 3 Seiten, aus II. 

Ste Syſtem: Eine Seite durch die 3 Winkel, aus IV. 

Ates Syſtem: Zwei Winkel durch die ihnen gegenuͤber⸗ 

liegenden Seiten und den 3ten Winkel aus III. (3 Dop⸗ 

pelausdruͤcke). i 

5ted Syſtem: Zwei Seiten durch die ihnen gegenuͤberlie— 

genden Winkel und die Ste Seite aus V. wie in 4. 

6ftes Syſtem: Ein Winkel durch die beiden andern Win- 

kel und die ihnen gegenüberliegenden Seiten aus II. 

7tes Syſtem: Eine Seite durch die beiden andern Seiten, 

und die ihnen gegenuͤberliegenden Winkel aus V. 

Aufg. 2. ES follen die $. 238 aufgeſtellten 12 Faͤlle, 
welche bei ſphaͤriſchen Dreiecken vorkommen koͤnnen, durchge⸗ 
gangen, und gezeigt werden, wie man in jedem dieſer Fälle 
zu verfahren habe, um das geſuchte zu finden, ohne fih an= 
derer als der F. I. bis III. zu bedienen. Man hat z. B. für 
den Zten Fall, wenn Cbb gegeben iſt, und e, d geſucht werden: 

c= 180 - C; B= 180 —b; d = 180 — D 
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und ge ; 
y sin (c—ò) 
tangz (C D) = DOE eis 
d = b 8 cotg Z B 


= (C+D) +CD) 
= (C+D —¿(€—9D) 
o = 180 — C; d = 180°—9. 
Der dritte Winkel findet fih nun aus I. 


Determination rechtwinkliger Dreiecke. 


265. Man verſteht unter der Determination die Unterfuchung, 
ob eine verlangte Conſtruction, hier ein Dreieck, aus den gegebenen 
Stücken moͤglich, ob es beſtimmt, oder zweideutig, oder unbeſtimmt 
ſei. Es wird auch hier genuͤgen, dieſe Unterſuchung bloß in Beziehung 
auf dasjenige ſphaͤriſche Dreieck zu fuͤhren, deſſen uͤbrige Begren⸗ 
zungselemente ſpitz ſind, da ſich leicht ergiebt, daß, wenn dieſes nicht 
möglich oder beſtimmt u. ſ. w. ift, unter den entſprechenden Bedin⸗ 
gungen die übrigen damit zufammengehörigen Dreiecke ($, 180) auch 
unmoglich, oder beſtimmt u. f. w. fein werden. Man kann die Uns 
terſuchung entweder auf allgemeine geometriſche Betrachtung des 
ſphaͤriſchen Dreiecks, oder auf die zur. Auflöfung gefundene Formel 
gruͤnden. 5 N 
266. Ein rechtwinkliges Dreieck ift zuerſt immer möglich, wenn ` 
zu demſelben eine Seite und der anliegende Winkel, oder beide Kar 
theten gegeben find, vorausgeſetzt, daß kein Datum größer. als 180° 
fei (S. 183). Dagegen muß im ſpitzwinkl. Dreieck 1) a >c oder b 
(die Hypotenuſe groͤßer als jede Kathete) G. 210), 2) C >c oder 
B >b (der Winkel größer. als die ihm gegenuͤberliegende Kathete) 
und 3) B+C 900 fein (e 187), wenn das Dreieck moͤglich fein 
fol. Im zweiten Falle findet zwar noch ein Dreieck fott, wenn 
C= c, allein es enthält 2 rechte Winkel und 2 Quadranten, und ift 
im uebrigen völlig unbeſtimmt (S. 189). 

Aufg 1. Es follen die unter 1—3 aufgeftellten Ausſagen 
aus den Formeln fuͤr das rechtwinklige Oreieck (8. 224) hergeleitet 
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werden. Man hat hierbei unter denen die Wahl, in welchen bie 
K cosa 
cos c 
Nun muß cos b nothwendig kleiner als 1, mithin cos e größer als 
cosa, b. h. a größer als e fein, Aus e, 224 n. 2 hat man cos B = 


beiden Data vorkommen. So iſt z. B. aus S. 224 n. 1. cosh= 


Lang e 
tang , 

Aufg. 2. Es ger die Bedingungen aufgeftellt werden, unter 
welchen ein Dreieck bei den in 1 — 3 gegebenen beiden Stuͤcken moͤg⸗ 
lich iſt, wenn dieſe entweder beide ſtumpf, oder, wo es angeht, eins 
ſpitz, das andere ſtumpf iſt. So muß in n. 3. B C 270%, wenn 
beide ſtumpf, C 90 4+ B, wenn C ſtumpf, B fois ift, Die Herlei⸗ 
tung kann entweder aus der geometriſchen Betrachtung (S. 205 sq»), 


colg a. tang c = 


¿SL mithin aud a>c etc, 


oder aus der Formel geſchehen. So iſt cos B nn. immer möge 


lich, wenn nur tanga abfolut genommen größer als tang e iſt, und 

kann für alle Falle aus dieſer Bedingung entwickelt werden. Das 
Ergebniß kann man in Form einer Tabelle zuſammenſtellen, deren 
Schema etwa folgende Rubriken hat: a) Geg. Stuͤcke, b) Beſchaf⸗ 
fenheit, ob ſpitz oder ſtumpf, c) Dreieck, in welchen ſie aushalten 
ſind, d) Bedingung der Möglichkeit. 


267. Ob in einem rechtwinkligen ſphaͤriſchen Dreiecke das aus 
2 gegebenen geſuchte dritte Stuͤck ſpitz oder ſtumpf fet, laͤßt fih entweder 
aus 9. 210 — 212 entſcheiden, oder es bleibt unbeſtimmt, und im letztern 
Falle iſt das Dreieck zweideutig. Auch kann man ſich der Formel, 
durch welche das geſuchte dritte Stuͤck aus den beiden gegebenen ge⸗ 
funden wird, zu dieſer Unterſuchung bedienen. Der einzige Fall, wo 
die Beſchaffenheit des geſuchten Stuͤcks in der That beſtimmt, aber 
durch die Formel nicht dargelegt iſt, iſt der, wenn in der Gleichung 
(S. 224 n. 3.) sin c sin a, sin C die Kathete oder der ihr gegen⸗ 
uͤberliegende Winkel geſucht wird. Da hier aber das geſuchte Stuͤck 
mit dem einen der beiden gegebenen gleichartig ſein muß, ſo iſt die 
Beſchaffenheit deſſelben, ob ſpitz oder ſtumpf, auf den erſten Blick 
entſchieden. 

268. Iſt eine Kathete, und der ihr gegenüberliegende Winkel ges 
geben, fo läßt fidh Über die Beſchaffenheit des geſuchten Stuͤcks nichts 
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entſcheiden, da das Dreieck in der That zweideutig iſt, indem das 
Nebendreieck an der geg. Seite, oder das Scheiteldreieck an dem geg. 
Winkel (beide ſind . Dreiecke) dieſelben geg. Stuͤcke ent: 
B hält, wie aus $. 180 klar iſt. — 
Sind C und c gegeben, fo wer: 
den die Dreiecke ABC und ABC“, 
find B und b geg., fo werden 
Ach und Ach der Aufgabe Gez 
nuͤge leiſten. Es kommt daher 
nur darauf an, anzugeben, wie 
die 3 nicht gegebenen Stuͤcke je⸗ 
desmal zuſammengehoͤren, was 
fih nach §. 211, 212 vollſtaͤndig 
enſcheiden läßt. Sind C und c gegeben und gleichartig, fo giebt es 
2 Fälle: i À 
C und c find fpig. Nimmt man nun irgend eing der übrigen Eles 
mente fpig, fo muͤſſen auch die übrigen fpis fein; nimmt man 
dagegen eins ftumpf, fo werden es auch die übrigen fein müffen. 
C und e find ſtumpf. (Im Dr. ABC“ oder AB'C.) Nimmt man 
nun b oder B ſpitz, fo wird a ſtumpf, weil die Katheten uns 
gleichartig find; nimmt man dagegen b oder B ſtumpf, fo wird 

a ſpitz, weil nun die Katheten gleichartig find. Man kann dies 

in einem Satze ſo zuſammenfaſſen: 

Sind die gegebenen el genden Elemente 

ſpitz, ſo iſt die Hypotenuſe mit den geſuchten ge⸗ 

genúberliegenben Elementen gleichartig, im Ge⸗ 
gentheil ungleichartig. 

269. Aus dem Bisherigen kann man nun fuͤr die 6 Bde 
(5.224), welche bei rechtwinkligen Dreiecken vorkommen fon: 
nen, jedesmal entſcheiden, wie das geſuchte Stuͤck beſchaffen 
ſein werde, wenn es durch die Data beſtimmt iſt, und man 
wird ſich die Reſultate leicht in Form einer Tabelle zuſam⸗ 
menſtellen koͤnnen. Die Entwickelung einer ſolchen Tabelle 
iſt eine gute Uebung in der Beurtheilung aller vorkommenden 
Faͤlle, und muß von den Schuͤlern gefordert werden, wenn 
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ihr Gebrauch zum Nachſchlagen auch entbehrlich iſt. Es ſoll 
daher hier nur das Schema und der Anfang gegeben werden. 


Die geſuchte] Die geſuchte 

Seite oder [Seite oder 

Gegeben. | Geſucht. Formel. Winkel iſt | Winkel ift 

größer als kleiner als 

90°, wenn: 90, wenn: 

a, b Kath. c 1 ; e da CORA a unglchtg. b| agldtg.b 
Hyp. unde WB cos b b>90° b<90° 
Kath. W. G 2, ein B= Se a unglchtg. bj aglchtg. b 

Sin a ` 


3, cosC = eig a. ig b 
a, B | Rath. b 4, sinb=sina.sinB| B>90° |B<90%etc, 


Determination ſchiefwinkliger ſphaͤriſcher Dreiecke. 

270. Wenn die Seiten und Winkel eines ſphaͤriſchen Dreiecks 
nie größer als 180% angenommen werben dürfen, (§. 183), fo läßt 
fih die Moͤglichkeit eines ſphaͤriſchen Dreiecks aus gegebenen Stuͤcken 
aus S. 187, 196, 210 beurtheilen. Es muß zuerſt, wenn B} C, D bie 
Winkel b, e, d die ihnen gegenuͤberliegenden Seiten bezeichnen: 


(1) b+c+d>0 (2) b+e>d 
b+c+d< 360° b+d>c. 
c+d>b. 


Da nun jedes Dreieck ein Polardreieck hat, für welches dieſelben Ber 
dingungen gelten, und da es ſelbſt als das Polardreieck eines moͤg⸗ 
lichen Dreiecks betrachtet werden kann, ſo folgt, wenn man die 
5. 193 eingeführte, Bezeichnung beibehaͤlt, aus (1) 

180% — $ + 180° — E + 1800 — Ð O, 


HO>B+EHD (187) 
180° — B + 180 C4180 — D< 360°, mithin 180<B+E+PD. 
Aus (2): e 
180° — Y + 1800 — Œ 1800 — D mithin 180° > B + C- D etc. 

Es muß alío in jedem fphärifhen Dreiecke die Summe aller Winkel 
zwiſchen 2 und 6 Rechten liegen. Auch muß der Ueberſchuß der 
Summe je zweier Winkel über den dritten kleiner als 180° fein. — 
Dies find die Bedingungen der Möglichkeit eines Dreiecks aus 3 
geg. Seiten oder aus 3 gegebenen Winkeln. 
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271. Aus zwei Seiten und dem eingeſchloſſenen Winkel, wie 
aus einer Seite und den beiden anliegenden Winkeln iſt immer ein 
Dreieck moͤglich. Sind unter den gegebenen Stuͤcken gegenuͤberlie⸗ 

gende, wie C, c, fo kann das dritte geg. Stuck entweder eine Seite, 
oder ein Winkel fein. — Im erſten Falle ift durch den gegebenen 
Winkel C ein ſphaͤriſches Zweieck CBC'D beſtimmt, auf deffen einem 
B Schenkel man die anliegende 
Seite CB = d vom Scheitel⸗ 
puncte aus abtragen kann. 
Fällt man nun den Perpendi⸗ 
kelbogen BAB’, fo ift klar, 
C daß für ein fpiges C, die Seite 
BD =c nicht kleiner als BA 
(sin BA = sin d. sin C, wo 
BA mit C gleichartig zu neb: 
8 men iſt), wohl aber kleiner 
B- als BC'= 180. d fein müffe, 
wenn das Dreieck e bel fein ſoll. Iſt C ſtumpf, fo muß c zwiſchen 
B'A und B’C’—=d fallen. Die Grenzen fallen alfo zwiſchen die 
beiden Werthe, welche sin BA und sin d für BA und d ergeben. 
272. Kann in dem ſphaͤriſchen Zweieck CBC, welches den geg. 
Winkel C, und die Seite CB =d enthält, die dritte geg. Seite BD 
S nur auf einerlei Art gelegt werden, wie BD,,, fo iſt das Dreieck 
beſtimmt, kann aber 2 verſchiedene Lagen erhalten, wie BD und 
BD,, fo ift das Oreieck aus den geg. Stüden zweideutig. Man bes 
ſchreibe mit der Seite c aus B oder Di einen Kugelkreis EDF. Es 
kommt nun darauf an, ob CAC“ von dieſem auf derjenigen von 
CBC gerechneten Halbkugel, welche das Zweieck mit dem Winkel C 
enthält, zweimal geſchnitten wird, oder nicht. Im erſten Falle leis 
ſten die beiden Dreiecke CBD und CBD, der Aufgabe Genüge, und 


man kann beide Werthe von sin D = e gebrauchen, im an⸗ 
dern nur Einen. — Sind C und d beide ſpitz, und c<d, fo ift 


das Oreieck, wenn es moͤglich ift, entweder rechtwinklig oder zwei⸗ 
deutig. Iſt dagegen c>d, fo ift es beſtimmt, und der Winkel D, 
als der kleinern Seite gegenuͤberliegend, kleiner als C, mithin fpi. 
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Die, Beſchaffenheit der uͤbrigen Stücke kann dann. nach den Neper: 
ſchen Proportionen. beurtheilt werden. — Sind C oder d ober beide 
ſtumpf, fo läßt fih aus dem Nebendreieck, worin beide fpig find nach 
§. 180 alles herleiten. In dem folgenden Täfelchen find die einzel⸗ 
nen: Fälle aufgeführt. 
Iſt C ſpitz und d fpig, auch e < d. 
fo tft das Dreieck zweideutig BCD und BCD. ) 
Iſt C fpió und d ſpitz, auch cod, 
ſo iſt das Dreieck beſtimmt BCD,,; D fie, 5 
Iſt C ſpitz d ſtumpf, auch c 180 — d, 
fo tft das Dreieck zweideutig BC D und DCH. 
Iſt C fpig d ſtumpf, auch c>180—d, 
fo iſt das Dreieck beſtimmt BC'D,,; D ſtumpf. 
DR C ſtumpf d. fpig, auch o 180 — d, 
fo it das Dreieck zweideutig B’C’D und BC DU. 
Iſt 0 ſtumpf d ſpitz, auch e 180 — d, 
fo ift das Oreieck beſtimmt B'C'D,,5 D fit, 
Iſt € ſtumpf d ſtumpf, auch c> d, 
fo iſt das Dreieck zweideutig BCD und. B'CD. . 3 j 
Iſt C ftumpf d ſtumpf, auch c< d, 
fo. ift, das Dreieck beſtimmt B'CD,, 5D ſtumpf. 


273. In dem 2ten S. 271 aufgefuͤhrten Falle, wenn 2 Winkel 
und eine gegenuͤberliegende Seite, etwa C, D, c gegeben find, hat 
man für das Polardreieck des geſuchten 2 Seiten und einen gegen: 
überliegen Winkel. Dieſes kann alfo in Beziehung auf Moͤglichkeit, 
Zweideutigkeit oder Beſtimmtheit unterſucht, und daraus auf das 
Hauptdreieck zuruͤckgeſchloſſen werden. Das dem obigen entſprechende 
Taͤfelchen iſt dann: 


Iſt c ſtumpf D ſtumpf, auch C > D, fo ift das Dreieck zweideutig. 


CES re e , aa EA D ARY e e D beſtimmt; 
d ſtumpf. 
Iſt c ſtumpf D ſpitz, auch 1800 —C< D, fo ift bas Dr. zweideutig. 
5 e Se 8 , 180=C>D, sz = = beftimmt; 
4 fpig. 
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Iſt c ſpitz D ſtumpf, auch 180— C >D; fo ift das Dr, zweideutig. 
2 Ze z 3 180—C<D, = . = beftimmt; 
i d ftumpf 

Iſt c ſpitz D ſpitz, auch C<D, fo iſt das Or. zweideutig. 
sss C00 b, zs beſtimmt; d ſpitz. 

274. In der Ausübung wird man ſich, wenn man die Tafel 
nicht zur Hand oder im Sinne hat, etwa ſo verhalten koͤnnen. Man 
lege die gegebenen zuſammenhaͤngenden Stuͤcke (C und d oder e und 
D) aneinander, und gebe dem drikten Stuͤcke eine beliebige Lage. 
Unter den 4 auf derſelben Halbkugel liegenden zuſammengehoͤrigen 
Dreiecken muß Eins ſein, in welchem die zuſammenhaͤngenden durch 
die Aufgabe mit gegebenem Stücke beide ſpitz find. Dieſes Dreieck 
iſt beſtimmt, wenn fih die Beſchaffenheit des geſuchten Stuͤcks aus 
8. 210 vollſtaͤndig ergiebt; im Gegentheil zweideutig. Dieſes Dreieck 
iſt nun zwar nicht ſelbſt immer das geſuchte, wohl aber eins ſeiner 
Nebendreiecke. Da dieſe aber durch das Hauptdreieck völlig gegeben 
ſind, ſo werden ſie mit ihm zugleich beſtimmt oder zweideutig. — 
St z. B. d ſtumpf und C ſtumpf, fo it B/CN das aufzuloͤſende 
Dreieck. Zu dieſem gehort als Nebendreieck BCD, in welchen BC 
und BCD ſpitz find, Es iſt beſtimmt oder zweideutig, je nachdem 
BD (= 180° — c) größer oder kleiner als BE ( 1800 — d) ift. 
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